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El libro que presentamos constituye un curso de Geometria analiticn 
plana y del espacio. Supone el conocimiento, por parte del lector, de 
10s principios fundarnentales de Geonletria elelnental, Trigonoilletria 
plana y Algebra. 

En su prepumidn el autor se 1x1 esforzado, principal~nente, en satis- 
facer las necesidades de ri~aestros y alalilnos. Una simple lectura del 
indice mostrarQ que 10s temas considerados son aquellos incluidos gene- 
rallnente en 10s libros de tcxto de Geomctria analitica. Creeinos que el 
iriaestro encontrari en cste libro todo el material que puede considerar 
como esencial para un curso de ests materia, ya quc no tw conveniente, 
por lo general, el tener que complenlcntar un libro dc texto con material 
de otros libros. 

El n16todo didictico etnpleado en todo el lihro consta de las siguien- 
tcs partcs: orientaci6n, lnotivo, tliscusitin y cjen~plos, a la manera de 
una lcccirin oral. 

l'ara orientacicin dcl cstudiante, el autor ha usaclo el metodo dc pre- 
sc~ntar pril~lero ideas fa~i~iliarcs y pasar luego paulatinalnente y de una 
n1anrl.a natural a nuevos conceptos. Por esta mzcin, cada capitulo co- 
n~ienzn con un articulo preliminar. Este enlace dc 10s conocimientos 
a~\teriorrs del estudiante con 10s nuevos conceptos de la Geometria ana- 
litica es tle considerable in~portanciit, porque un ma1 entendimiento del 
ir16todo nnalitico en 10s principios conducid, inrvitablemente, a dificul- 
tatlcs continuas en las pnrtes m6s nvanzadas. 

En el desarrollo de 10s temm se ha pllesto cspecial cuidado en fijar el 
motivo. Esto es necesario si se quiere que el alumno obtenga un conoci- 
lniento bdsico de 10s nGtodos analiticos y no haga una sinlple adquisicicin 
de hechos geom6tricos. Se ha heello todo lo posible por encauzar el pro- 
ceso de razonnmiento de tal mnnera que apsrte a1 estudiante de la :area 
de nlemorizar. 

En  general, henlos resumido en fornla de teoreinas 10s resultados de 
la discusidn de un problema o una proposicidn particular. Este proce- 



dimiento no solamede sirve para llamar la ntenci6n sobre 10s resultndos 
lmportnntes, sino catnbiQn clasiiica a dichos resultados para futura refe- 
rencin. 

El maestro verli que este libro se presta en sf a ser dividido en lecciones 
para 1&? tareas diarias. El estudio de cada asunto va seguido usualnlente 
de uno o mlis ejemplos y de un conjunto de ejercicios relacionados con la 
teoria explicada. 

Q~eremos ahora llamar la atenci6n sobre algunas caracteristicas espe- 
ciales del libro. El estudio de la ~eomkGia  tibfditica no alcanza uno de sus 
princ:ipsles objetivos si no da un anlilisis completo de cualquiera investiga- 
cilh particular que se trate. El ser conciso en la presentaci6n no se justifica. 
siertamente si una conclusi6n estli basada en la discusibh:di?'dri"'~ virios 
onsos posibles. E s . p ~ r  esto pue la ~inveatigaci61i ,de cada cuestidn sk ha 
hecho tan, completa como ha sido posiblei; f !loicasos 'excep~ionales no 
han sido consideradoe. Algunos ejemplos de esto pueden verse en la dis-5 
cusi6n de Ins posiciones relati~ad de do; Wdtas  it.."^); 1it"determina- 
ci6n de la distancia de unarekta ti un pu'h'to dado (A&: 93) ' j i  el &stu?fi&: 
de las fanlilias o hrtces de cfrcunferencias (Art. 421.; ' , '  

, ; , ; i ,  

Otra partichlaridad de :ed& obra es el. dar en forriikde tabla o cbiidh' 
sin6ptic0, un regumen d&;.CYrMulasy reswltados estreehamente rellcidl' 
nados. .Una larga e~~riencia:"hk.~ciotitiehddo a1 iiitok"B'eiqu&'pa?u , .  , 1 3 '  
estudiantes es una gr&n dpuda, ,jj:figb :db tales res~&-+s:" . ' t i ' !  

:'- ' " '  i 

Se observarli que se han introducido varios t6rminos "iikddi' .P&' 
ejemplo el eje focal y el eje. normal paka las se~ciorl&'kbhida'~i' (Xit.' 00), 
el nombre indz'cador para el. ihvathibte' B2 - 4AC dk'~&'~b\ilhbi6n, gkheril' 
de segundo grado con dos variables (Art. 74) y el t Q r r n i n o ~ ~ & ~ ~ h ? i @ & l ' d b '  
coordenadas polares (Art. !8b).: . ~ ~ e e r n o g ~ q d ~ ; : i ~ - ~ i s d d ~ : $ ~ &  ,fe"r~riibds y 
el de 10s parentesis rectdfr&llii'& phfi:~nbei~l':ld'iifiiiiek+d'dire&di&!ddL 
una recta en el espacio (Art. 1s1jSes .hhy'c-jfi+&fik!,$t&. ' , ::'!' ! .'.": : .  ; f : , : :  : '  

El  desarrollo de In, ~eometria'analitie&'a?lr ~~~d&i'b!'e$'~ofi6f~e'r&%?h:'-' 
mente m& completo . que el que aparece e n  ,1ti'ntijrbkg ;Bd I'db 88tbi"iIk': 
texto. Un buen fundament6 ijh ~66mitiiir';iti~liti'c&'d&~$$'#d~iil i?Q'd@~@@ : 
valor phra estudios posteriireb'@L Matelr i~kek~.~ ;Fcii ej&:tn'fild~' ii.h.kbtb&d ' 
raz-onado de intersecci6n de khid&ifi$i& 3 &ii%$"in dl !&$$hhYd a$Yd $'k ' 
gran ayuda para la c o m p i e n s i ' 6 n " & ' n i ~ ~ h ' 6 $ ~ ~ ~ h i ~ ~  'd6 '&~~ii~o'?$fitiitksi- 
mal. Creemos, tarribign, que se H a  i f ic~ufdd"'sCif l~~~t:e '~d%rid ba?b.'qc& ' 
el libro pu&a ser ficilmente.adaptg&d'& si'j ciiik6~e.~&dddt~~'k~@~fib&' 

, , : a  ( . , i  ,:. ' . . , I  ,;.:!,,!,!:; .>; :,< , : ' ; . ~ i ;  . , , ,  
del eapacio. 

Como es deseable que el istudiante enfticii~k ~d'sit8fi6?&hi6bbf6'!u~ ihi- 
nirno de conceptos a la vez, se han agrupado 10s t e m e  semejanies en 
articulos y capituloi individudea. Esto evita l& dekentajas de la dis- 
tracciijn causada por la- d?$eisi6n de 10s temas en todo el libro. Por 
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ejemplo, toda la parte fundamental sobre coordenadas polares estA con- 
tenida en un solo capitulo. Esta concentracicin de material hace que el 
libro sea ~ n h s  6til para consulta aun despue's qne el estudiante haya ter- 
niinado su curso de Geometria analitica y este' dedicado a estudios m i s  
avanzados. 

El libro contiene suficiente materia para un curso semestral de cinco 
horas por semana pero es fitcilmente adaptable a cursos m i s  cortos. El 
maestro puede tambie'n omitir ciertas partes de Geometria annlitica del 
espacio y ver solamente aquellas indispensables para estudiar CBlculo 
infinitesimal. 

Se ha dado especial atencicin a 10s ejercicios, de 10s cuales hay 1920 
ordenados en 71 grupos. Esto es mucho n1is de lo que normalmente 
resuelven 10s alumnos en un curso, pero permite una variaci6n de tareas 
de aiio a aiio. A1 final del libro se dan las soluciones a la magoria de 
estos ejercicios. Ademis hay 134 ejen~plos resueltos completa~nente. 

Se incluyen dos ap6ndices. El  primer0 consiste en una lista resumen 
de f6rmulas, definiciones y teoremas, de Geometria elemental, Algebra y 
Trigonometria plana. El  segundo apBndice consiste en una serie de 
tablas nume'ricas para ser usndas en 10s c8lculos. 

E l  autor desea expresar a su amigo y colega el profesor F. H. Miller 
su sincera gratitud por el constante estimulo y valiosa cooeperacibn en Is 
realizacibn de eu tarea. E l  profesor Miller ha leido el manuscrito com- 
pleto cuidadosamente y ha contribuido mucho a1 valor del libro por sus 
titiles augestiones y critica constructiva. 

CHARLES H. LEHMANN 
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CAPITULO PRIMER0 

SISTEMAS DE COORDENADAS 

1. IntroduccMn. El objeto de este capftulo es presentar algunos 
de 10s conceptos fundamentales de la Geometrfa analftica plana. 
Estos conceptos son fundamentales en el sentido de que constituyen 
la base del estudio de la Geometrfa analitica . En particular, se harh 
notar c6mo se generalizan muchas de las nociones de la Geometrfa 
elemental por 10s mdtodos de la Geometria analitica. Esto se ilustrarh 
con aplicaciones a las propiedades de las lineas rectas y de las figuras 
rectilineas . 

2. Segmento rectilineo dirigido. La porci6n de una linca recta 
comprendida entre dos de sus puntos se llama segmento rectilbneo o 
simplemente segmento. Los dos puntos se llaman extremos del seg- 

Fig. I 

mento. Asi, en la figura 1, para la recta 1, AB es un segmento 
cuyos extremos son A y B. La longitud del segmento AB se repre- 
senta porAB. 

El lector ya esth familiarizado con el concepto geomdtrico de 
segmento rectilineo. Para 10s fines de la Geometrla analftica afia- 
diremos, a1 concepto geomdtrico de segmento, la idea de senlido o 
direccidn. Desde este punto de vista consideramos que el segmento AB 
es generado por un punto que se mueve a lo largo de la recta 1 de A 
hacia B. Decimos entonces que el segmento AB est& dirigido de 
A a B ,  e indicamos esto por medio de una flecha como en la figura 1. 
En este cam, el punto A se llama origen o punto inicial y el punto B 
eztremo o punto $na2. Podemos tambih obtener el mismo segment0 
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dirigi6ndolo de B  a A  ; entonces B  es el origen y A  el extre~no , y el 
segmento se designa por B A .  El sentido de un segmento dirigido se 
indica siempre escribiendo primero el origen o punto inicial. 

Desde el punto de vista de la Geometria elemental, lag longitudes 
de 10s segrnentos dirigidos , AB y BA , son las mismas. En Geome- 
tria analitica , sin embargo, se hace una distinci6n entre 10s signos de 
estas longitudes. Asi , especificamos , arbitrariamente , que un seg- 
mento dirigido en un sentido serii considerado de longitud positiva, 
mientras que otro , dirigido en sentido opuesto , serii considerado 
como un segmento de longitud negatiutz. De acuerdo con esto, si 
especificamos gue el segmento dirigido AB tiene una longitud posi- 
tiva , entonces el segmento dirigido B A  tiene una longitud negativa , 
y escribimos - 

A B = - % Z .  (1 1 

Consideremos ahora tres puntos distintos A ,  B  y C sobre una 
l'mea recta cuya direcci6n positiva es de izquierda a derecha. Hay 

A C B  - C A  B  - A B C  - 
(a) (b) (4 

Fig. 2 

3 ! = 6 ordenaciones posibles de estos puntos , como se muestra en la 
figura 2.  Considerando solamente segmentos dirigidos de longitudes 
positivas , tenemos las seis relaciones siguientes correspondientes a 
estas ordenaciones : -- - - 

AC + CB = AB , 
-- - - 

(a1 

C A  + AB = CB , (b  1 

Denlostraremos en seguida que todas estas relaciones est&n inclui- 
das en la relaczaczdn fundamental: 
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- 
En efecto, por ( I ) ,  ?% = - BC, de manera que la relaci6n ( a )  
puede escribirse 

AC-BC-AB, 

de donde, pasando - BC a1 segundo miembro , obtenemos ( 2 ) .  - 
Anblogamente , por ser CA - - AC y ?% = - BC* por ( 1 ) , la 
relaci6n ( b) se convierte en 

- 
- A C + A B =  - BC,  

en donde , por transpwici6n, obtenemos tambihn (2). La relaci6n 
(c) estb ya en la forma (2). Como anteriormente, usando ( I ) ,  
vemos que (d) , (el y ( j  ) se reducen cada una a (2) . 

3. Sistema coordenado lineal. En el Articulo anterior hemos 
introducido 10s conceptor, de direcci6n y s i p 0  con respecto a 10s 
segmentos rectillneos. Ahora vamos a dar un paso m&s introduciendo 
la idea de correspondencia entre un punto geomhtrico y un ndmero 

P; p2 0 A PI p 
X' ! *X 

(5 '1 G2) to) (1) (511 (2) 

Fig. 3 

real. Consideremos (fig. 3) una recta Xf X cuya direcci6n positiva 
es de izquierda a derecha, y sea 0 un punto fijo sobre esta linea. 
Tomemos una longitud conveniente como unidad de medida ; si A es 
un punto de Xf X distinto de 0 y situado a su derecha, la longitud 

puede considerarse como unidad de longitud. Si P es un punto 
cualquiera de Xf X situado a la derecha de 0 y tal que el segmento 
dirigido OP , de longitud positiva , contiene z veces a la unidad adop- 
tada de longitud, entonces diremos que el punto P corresponde a1 
ndmero positieo x. Anhlogamente, si Pf es un punto cualquiera 
de Xf X situado a la izquierda de 0 y tal que el segmento dirigido 
OPf tenga una longitud negativa de zf unidades, entonces diremos 
que el punto Pf corresponde a1 nilmero negativo xf . De esta manera, 
cualquier ndmero real z puede representarse por un punto P sobre la 
recta XfX . Y reciprocamente, cualquier punto dado P situado 
sobre la recta X X represents un ndmero real x , cuyo valor numt?rico 
es igual a la longitud del segmento OP y cuyo signo es poaitivo o 
negativo segdn que P estt? a la derecha o a la izquierda de 0. 

De acuerdo con esto , hemos construido un esquema por medio del 
cual se establece una correspondencia biunivoca entre puntoa de una 
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recta y 10s ndmeros reales. Tal esquema se llama un sistema coorde- 
nado. En el caso particular considerado, como todos 10s puntos estan 
sobre la misma recta, el sistema se llama sistema unidimensional o 
sistema coordenado lineal. Refirihndonos a la figura 3 ,  la recta X'X 
se llama eje y el punto 0 es el origen del aistema coordenado lineal. 
El ndmero real z correspondiente a1 punto P  se llama coordenada del 
punto P  y se representa por ( z ) .  Evidentemente , de acuerdo con 
las convenciones adoptadas, el origen 0 tiene por coordenada (0) y 
el punto A tiene por coordenada ( 1 ) .  El punto P  con su coordenada 
( z )  es la representaci6n geomhlrica o grdfica del n6mero real zr, y la 
coordenada ( z )  es la representaci6n analitica del punto P .  Ordina- 
riamente escribiremos el punto P  y su coordenada jilntos, tal como 
sigue : P ( z ) .  

Es importante hacer notar que la correspondencia establecida por 
el sistema coordenado lineal ee ftnica. E s  decir, a cada n h e r o  
correeponde uno y eolamente un punto sobre el eje, y a cada punto 
del eje correspode uno y solamente un ndmero real. 

Vamos a determinar ahora la longitud del segmento que une dos 
puntos dados cualesquiera , tales como PI (zl ) y Pa ( 2 1 )  de la figura 3 . 
En Geometria analltica, se dice qne 10s puntos eattin dados cuando se 
conocen sus coordenadas . Por tanto , XI y za son ndmeros conocidos . 
Por la relaci6n ( 2 )  del Articulo 2 ,  tenemos : 

- -- 
Pero, OP1 = zl y OP2 = 22. Luego, 

- 
n + P 1 P 2 = z z ,  

de donde , - 
PlPl  = 2 2  - a. 
- - 

La longitud del segmento dirigido P2 PI , obtenida de PI P2 por me- 
dio de la relaci6n ( I )  del Articulo 2 ,  es 

En cualquier cam, la longitud de un segmento dirigido se obtiene 
restando la coordenada del punto inicial de la coordenada del punto 
final. Este resultado se enuncia como sigue : 

l ' r o a ~ ~ a  1 .  En un sistema coordenado lineal, la longitud del sey- 
rnenlo d6zpido que me dos puntos dados se obtiene, en mgnitud y signo, 
restando tn roordenada del origen de lu coordenada del eztremo. 
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La distaneta entre dos puntos se define como el valor numerico o 
valor absoluto de la longitud del segmento rectilfneo que une ems dos 
puntos . Si representamos la distancia por d l  podemos escribir : 

Ejemplo. Hallar la distancia entre 10s puntos PI (5) y P2 ( -  3 ) .  

Solucibn. Por el teorema 1 .  las longitudes de 10s segmentos dirigidos son 

Entonces, para cualquiera de 10s dos segmentos dirigidos, la distancia esti 
dada por 

d -\-81=181 =8. 

4. Sistema coordenado en el plano. En un sistema coordenado 
lineal, cuyos puntos e san  restringidos a estar sobre una recta, el eje , 
es evidente que estamos extremadamente limitados en nuestra investi- 
gaci6n analitica de propiedades geombtricas . Asi , por ejemplo , es 
imposible estudiar las propiedades de 10s puntos de una circunferencia. 
Para extender la utilidad del metodo analitico , consideraremos ahora 
un sistema coordeuado en el cual un punto puede moverse en todas 
direcciones manteniendose siempre en un plano. Esbe se llama sistema 
coordenado-bidimensional o plano , y es el sistema coordenado usado 
en la Geometrfa analitica plana . 

El primer ejemplo que estudiaremos de uno de estos sistemas, y , 
ademhs , el mhs importante, es el sistema coordenado rectangular, 
familiar a1 estudiante desde su estudio previo de Algebra y Trigono- 
metrla. Eate sistema, indicado en la figura 4 ,  consta de dos rectas 
dirigidas X X y Yf Y , llamadas ejes de cootdenadas , perpendiculares 
entre st. La recta X f  X se llama eje X; Yf Y es el eje Y; y su punto 
de interseccihn 0 ,  el origen . Estos ejes coordenados dividen a1 plano 
en cuatro regiones llamadas cuadrantes numerados tsl como se indica 
en la figura 4 .  La direcci6n positiva del eje X es hacia la derecha ; la 
direcci6n positiva del eje Y , hacia arriba. 

Todo punto P del plano puede localizarse por medio del sistema 
rectangular. En efecto, se traza P A  perpendicular a1 eje X y PB 
perpendicular a1 eje Y. La longitud del aegmento dirigido OA se 
representa por z y se llama abscisa de P; la longitud del segmento 
dirigido OB ae representa por y y se llama ordenada de P .  Los dos 
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ntimens reales, z y y , se Ilaman corndenadas de P y se representan 
por (z , y) . Las abscisas medidas sobre el eje X a la derecha de 0 
son positivas y a Ia izquierda son negativaa; las ordenadas medidas 
sobre Y arriba de 0 son positivas y abajo eon negativss. Los signos 
de las coordenadas en 10s cuat~o cuadrantes est&n indicados en la 
figura 4 .  

Es euidente que a cada punto P del plano eoordenado le corres- 
ponden uno y solamente un par de coordenadas (z , y) . Rec-fproca- 

Y '  

Fig.  4 

mente , un par de coordenadas (z , y) cualesquiera determina uno y 
solamente un punto en el plano coordenado. 

Dadas las coordenadas (z , y) , z # y , quedan determinados 
dos puntos, uno de coordenadas (z , y) y otro de coordenadas (y , z) 
que son diferentes . De aquf que sea importante escribir las coordena- 
des en su pmpio orden, escribiendo la abscisa en el primer lugar y la 
ordenada en el segundo. Por esta r a d n  un par de coordenadas en el 
plano se llama un par ordenado de nlimeros rertles. En vista de nues- 
tra discuai6n anterior, podemos decir que el sisterna coordenado rectan- 
gular a el plano estnblece una correspondencia biuntvoca entre cada punto 
del phno y un par ordenado de nzimeros reabes. 

La localizaci6n de un punto por medio de sus coordenadas se llama 
trazado del punto. Por ejemplo , para trazar el punto (- 5 ,  - 6 )  , 
sefialarernos primer0 el punto A ,  sobre el eje X , que estA 5  unidades 
a la izquierda de 0 ; despuds , a partir de A ,  sobre una paralela a1 
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eje Y ,  mediremos seis unidades hacia abajo del eje X , obteniendo asl 
a1 punto P(- 5 ,  - 6) .  La construcci6n est& indicada en la figura 5 ,  
en la que se han trazado tambihn 10s puntos (2, 6) , (- 6 ,  4 )  y 
(4,  - 2 ) .  

El trazado de 10s puntos se facilita notablemente usando papel 
coordenado rectangular, dividido en cuadrados iguales por rectas 
paralelas a 10s ejes coordenados. La figura 5  es un modelo de papel 

Fig. 5 

de esta clase. Se recomienda a1 estudiante el empIeo de papel coorde- 
nado milimetrado cuando se requiera un trazado de gran exactitud. 

Si consideramos solamente aquellos puntos cuyas ordenadas son 
cero , veremos que todos ellos estin sobre el eje X ,  y el sistema coor- 
denado plano se reduce a1 sistema coordenado lineal. POT lo tanto, el 
sistema coordenado lineal es , simplemente , un caso especial del siste- 
ma plano . 

Otro sistema plano que tendremos ocasi6n de usar es el sistema de 
coordenadas polares . Las coordenadas polares se estudiar6n mbs ade- 
lante en un capitulo especial. 

El lector deberi observar que en 10s sistemas coordenados que han 
sido estudiados, se establece una correspondencia entre 10s puntos y el 
conjunto de 10s niimeros reales. No se ha hecho mencidn de 10s niime- 
ros complejos del Algebra. Como nuestros sistemas coordenados no 
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especifican nada para 10s ndmeros complejos , no consideraremos tales 
ndmeros en nuestro estudio de la Geometria analftica . 

Ejemplo. U n  t r i i ngu lo  equili tero OAB cuyo lado tiene una longitud a 
es t i  colocado de tal manera que el virtice 0 es t i  en el origen, el virtice A es t i  

sobre el eje de las X y a la derecha 

Y de 0 ,  y el virtice B es t i  arriba del 

A B 
eje X. Hallar las coordenadas de 10s 
virtices A y B y el Area del t r i in-  
gulo. 

Solucibn. Con  referencia a 10s 
ejes coordenados, el t r i ingulo  es t i  en 
la posici6n indicada en la figura 6. 
Como a = a. la abscisa del punto  
A es a. Tambi in ,  por  estar A sobre 

0 
el eje de las X ,  su ordenada es 0. 

C A P a r  tanto,  las coordenadas del verti- 

Fig .  6 

ce A son (a. 0). 
Si  trazamos la altura BC. per- 

pendicular al lado OA, sabemos, por 
la Geometria elemental, que C es el 

punto  medio de O A .  P o r  tanto ,  la abscisa de C es a. Como BC es paralela 
2 

al eje Y, la abscisa del punto  B es tambiin It. La ordenada de B se obtiene 
2 

ahora muy ficilmente por  el teorema de Pitbgoras; dicha ordenada es 

Las coordenadas del virtice B son, pues, (4, $0). 

E l  irea del t r i ingulo  (Apendice IA, 1) es 

EJERCICIOS. Grupo 1 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. Si A y B son dos puntoa diferentes de una recta dirigida, demostrar que 
A B + B A - 0  y A A - a - 0 .  

2. Demortrar que las relaciones (d) , (e) y ( f )  son casos particularor do la 
relaci6n (2) del Articulo 2. 
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3. Si  A, B ,  C y D s o n c u a t r o  puntos dist intos cualesquiera de una recta 
dirigida, demostrar que,  para todas las ordenaciones posiblea de estos puntos  
sobre la recta, se verifica la igualdad 

AR+BC+CD=AD.  

4. Hallar la distancia entre 10s puntos  cuyas coordenadas son: (- 5) y 
(6 ) ;  (3) Y ( - 7 ) :  ( - 8 )  y ( -12 ) .  

6. La distancia entre dos  puntos es 9. Si uno de 10s puntos es (- 2 ) ,  
hallar el o t ro  punto .  (Dos casos.) 

6. E n  un sistema coordenado lineal, P l ( x 1 )  y Pz (xz )  son 10s puntos  
extremos dados de un segmento dirigido.  Demostrar que la coordenada ( x )  de - -  
un  pun to  P que divide a PI  Pa en la razdn dada r = P I  P : P Pz es 

7. Haciendo r = 1 en la fdrmula obtenida en el ejercicio 6,  demostrar que 
la coordenada del p u n t o  medio de un segmento rectilineo es la media aritmitica 
de las coordenadas de sus puntos  extremos. 

X. Hallar 109 puntos  de trisecci6n y el pun to  medio del segmento dirigido 
cuyos extremos son 10s puntos  ( -  7) y ( -  19) .  

9. U n  extremo de un segmento dirigido es el pun to  ( -  8) y su pun to  
medio es ( 3 ) .  Hallar la coordenada del o t ro  extremo. 

10. Los extremos de un  segmento dirigido son 10s puntos P I  (1) y P a  (- 2)  -- 
Hallar la razdn P 2 P  : ~ P I  en que el pun to  P (7) divide a este segaento .  

11. U n  cuadrado, de lado igual a 2 a ,  tiene su centro en el origen y sus 
lados son paralelos a 10s ejes coordenados. Hallar las coordenadas de sus cuatro 
virtices. 

12. T res  virtices de un  rectingulo son 10s puntos  (2, - I ) ,  (7, - 1) y 
(7, 3) . Hallar el cuarto virtice y el drea del rectingulo. 

13. Los virtices de un t r i ingulo  rectingulo son 10s puntos  (1, - 2 ) .  
(4, - 2 ) .  (4. 2 ) .  Determinar las longitudes de 10s catetos. y despuis calcular 
el irea del t r i i ngu lo  y la longitud de la hipotenusa. 

14. E n  el t r i i ngu lo  rectingulo del ejercicio 13, determinar primero 10s 
puntos medios de 10s catetos y ,  despuis, el pun to  medio de la hipotenusa. 

16. Hallar la distancia del origen a1 pun to  (a. 6 ) .  

16. Hallar la distancia entre 10s puntos  (6, 0 )  y (0. - 8 ) .  

17. Los virtices de un  cuadril i tero son 10s puntos  ( I .  3 ) ,  (7, 3 ) .  (9, 8) 
y (3. 8 ) .  Demostrar que el cuadril i tero es un paralelogramo y calcular s o  Area. 

18. Dos de 10s virtices de un  t r i ingulo  equil i tero son 10s puntos  (- 1. 1) 
y (3, 1).  Hallar las coordenadas del tercer virtice. (Dos casos.) 
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19. Demostrar que 10s puntos (- 5, 0) .  (0, 2) y (0, - 2) son 10s vhr- 
tices de un tri ingulo is6sceles, y calcular su irea. 

20. Demostrar quo 10s puntos (0, 0 ) .  ( 3 .  4) ,  (8, 4) y (5. 0) son 10s 
virtices de un t;r.~bo, y calcular su irea. 

5 .  Caracter de la Geometrfa analitica. La Geometrla elernentar, 
conocida ya  del lector, se llama Geometria pura para distinguirla del 
presente estudio. Acabamos de ver que par-medio de un sistema 
coordenado es posibIe obtener una correspondencia biunivoca entre 
puntos y ndmeros reales. Esto , como veremos, nos permitiri apIicar 
10s mt5t5dw del AnLKsis a la Geometrfa , y de ah1 el nombre de Geo- 
metria analitica. A1 ir avanzando en nuestro estudio veremos, por 
ejemplo , c6mo pueden usarse , ventajosamente , 10s mt5todos alge- 
braicos en la resoluci6n de problemas geom6tricos. Reciprocamente , 
10s metodos de la Geometria analitica pueden usarse para obtener 
una representaci6n geomdtrica de las ecuaciones y de Ias relaciones 
funcionales . 

de sistema coord(lnado, que caracteriza a la Geome- 
fut5 introducido por primera vez en 1637 por el matc!mL- 

tic0 franc& Rent5 Descartes (1596-1650). POF esta raz6n, la Geome- 
tria analitica se conoce tambibn con el nombre de Geometrla cartesiana. 
Por la parte que toma en la unificaci6n de las diversas ramas de las 
matemkticas , la introducci6n de la Geometrfa analftica represents 
uno de 10s adelantos mLs importantes en el desarrollo de lag mate- 
mfiticas . 

En Geometria pura , el estudiante recordarb que , generalmente , 
era necesario aplicar un metodo especial o un artificio , a la soluci6n de 
cada problema ; en Geometria analitica , por el cont~ario, una gran 
variedad de problemas se pueden resolver muy fficilmente por medio de 
un procedimiento uniforme asociado con el uso de un sistema coorde- 
nado. El  estudiante debe tener siempre presente que esth siguiendo un 
curso de Geometria analitica y que la soluci6n de un problema geom6- 
trico no se ha efectuado por Geometria analitica si no se ha empleatlo 
un sistema coordenado. Segdn esto, un buen plan para comenzar la 
soluci6n de un problema es trazar un sistema de ejes coordenados 
propiamente designados . Esto es de particular importancia en 10s 
primeros pasos de la Geometria analitica, porque un defecto muy 
comdn del principiante es que si el problema que trata de resolver 
se le dificulta, estb propenso a caer en 10s m6todos de la Geome- 
tn'a pura. El  estudiante deberfi hacer un esfuerzo para evitar esta 
tendencia y para adquirir el mt5todo y espiritu analitico lo m i s  pronto 

mlwl!b 
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6. Distancia entre dos puntos dados. Sean Pdzl ,  yl) y Pd22, y2) 
dos puntos dados cualesquiera (fig. 7)  . Vamos a determinar la dis- 
tancia d entre Pi y P2, siendo d = [P1/. Por PI P2 tracernos las 
perpendiculares PI A y P2 D a ambos ejes coordenados, como se in- 
dica en la @ura, y sea E su punto de intersecci6n. Consideremos el 
triBngulo rectfingulo PI EPt . For el teorema de PitBgoras , tenemos : 

+ I  

Fig.  7 

Las coordenadas de 10s pies de las perpendiculares a 10s ejes coorde- 
nadosson A(x1, 0 ) ,  B ( 0 ,  y l ) ,  C(x2,  O ) ,  D ( 0 ,  92) .  Luego, pore1 
teorema 1 (Art. 3) tenemos 

Sustituyendo estos valores en (1 ) , obtenemos 

d2 = (21 - ~ 2 ) ~  + (y1 - y2)2, 
de donde , 

d = d ( X I  - 21)' + ( p i  - ~ 2 ) ' .  

Este resultado se enuncia como sigue : 

TEOREMA 2 .  La distancia d entre dos puntos P ~ ( X I ,  yl) y Pz(xz, y2) 
estd dada por la j6muEa 

d = d ( x i  - ~ 2 ) ~  + (yl - - ~ 2 ) ' .  

NOTAS. 1.  En  la demostracidn del teorema 2,  no  se h i zo  menci6n de 10s 
cuadrantes en que se encuentran 10s puntos P I  y Pa. Seg6n esto el resultado 
del teorema 2 es completamente general e independiente d, la situacibn de 10s 
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puntos P I  y Pz. La posici6n de n n  pun to  en un cuadrante particular e r t i  
determinada por 10s signos de sus coordenadas. 

2. La distancia d es positiua, siendo PI Pn el valor numirico o absoluto 

Y de la longitud del segmento rectili- 
neo. P o r  esta razdn n o  aparece en la 
f6rmula ningun signo delante del ra- 
dical. Debe entmderse, por  conue- 
nio,  que si n o  aparece ning6n signo 

p1(3,3) delante de la raiz coadrada indicada 
de una cantidad, se considera siempre 
que se trata del valor positiuo. Si se 

x debe tomar la raiz cuadrada negativa. 
debe aparecer el signo menos delante 
del radical. Asi,  el valor positivo de 
la raiz cuadrada de una cantidad a se 

expresa por  di, el valor negativo 
Y' por - da, y ambos valores, el po- 

Fig.  8 sitivo y el negativo por  * 6;. 
Ejemplo .  Demostrar que 10s puntos 

son vertices de un t r i ingulo  equilitero. 

Solucibn. E l  t r i ingulo  del problema es el indicado en la figura 8. Por  el 
teorema 2, tenemos: 

Loego el t r i ingulo  es equili tero,  ya que todos sus lados son de igual longitud. 

7. Divisibn de un segmento en una razbn dada. 

TEOREMA 3 .  Si PI (XI,  y ~ )  y P2 (x2 , y2) son los eztremos de un 
segmento PI Pz , las coordenadas (x , y) de un punto F que divide a este - - 
segmento en la razdn dada r = PI P : P Pz son 

XI + rxz x = -  y l + r y a  r f  - 1 .  
l + r  ' Y' l + r  

DEMOSTRACI~N . Por 10s puntos P I ,  P , P2, tracernos perpen- 
diculares a 10s ejes coordenados, tal como se indica en la figura 9.  
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Por Geometrfa elemental , las tres rectas paralelas PI A1 , PA y Pz Az 
interceptan segmentos proporcionales s o b r e las dos transversales 
PI PI y A1 A1 . Por tanto, podemos escribir 

PIP AIA 
-_ P-. 
PPi A Ai 

J,aw coordenadas de 10s pies de las perpendiculares a1 eje X son 
Al(x1, 0 ) ,  A(%, O), Az(22, 0 ) .  
Por tanto, por el teorema 1 , del y 
Artbulo 3 ,  tenemos 

Sustituyendo e s t o  s valores 
( 1 )  , obtenemos 

2 - 21 r = -  
2 2  - 2 '  

de donde , 
i1 

Fig.  9 

Por un procedimiento semejante para las ordenadas, obtenemos 
- - 
PIP BIB y -yl r = - - = -  
PPa BBt V a - V '  

de donde . 

E n  el caso particular en que P es el punto medio del segmento 
dirigido PI Pa, es r  = 1 , de manera que 10s resultados anteriores se 
reducen a 

S e g h  esto tenemos el siguiente 

COROLARIO. La8 coordenadas del punto rnedio de un segmento diri- 
gido cuyos puntos eztremos son (XI , yl) y (XZ , yz) son 
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NOTAS. 1. E n  Geometria elemental. las relaciones ( I )  y (2) se escriben 
sin considerar el signo. E n  Geometria analitica, en cambio, lae razones deben 
ser consideradas con su signo, ya que eetamos tratando con segmontos rectilineos 
dirigidos. 

2. A1 usar las f6rmulas del teorema 3, debe cuidarse de que l a  sustitnci6n de 
las coordenadas sea correcta. P o r  esta raz6n. frecuentemente es preferible n o  
sustituir en estas f6rmulas sino oscribir directamente 10s valores de las razones, 
tal como 10s dan las f6rmulas (1) y ( 2 ) .  Esto  se muestra en el ejemplo que 
damos a continuaci6n. 

3. Si el punto  de divisi6n P  es externo a1 segmento dirigido P1P2,  la raz6n 
r  es negativa. 

Y 

Fig.  10 

Ejemplo. Si P I  (- 4. 2) y P2 (4, 6 )  son 10s puntos  extremos del segmento 
dirigido P I  Pa, hallar las coordenadas del punto  P  ( x ,  y )  que divide a este -- 
segmento en la raz6n P I P  : PP2 = - 3. 

Solucidn. Como la raz6n r  es negativa. el punto  de divisibn P es externo, 
tal como se indica en la figura 10. Si aplicamos el teorema 3  directamente, 
obtenrmos 

x l + r x a  - 4 + ( - 3 ) 4 = 8 ,  x = =  
l + r  1 - 3  

Si.  como se sugiere en la nota 2  anterior, escribimos las razones dirrctamen- 
te, obtenemos tambiin 

- 
P I P  x - ( - 4 )  r = =  = - 

4  - x  3, de donde, x  = 8 :  
P  Pa 

- 
P I P  y - 2  

y n = = - -  = - 3, de donde. y = 8. 
P P a  6 - y  
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EJERCICIOS. Grupo  2 

D i b ~ j e s e  una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar el perirnetro del cuadril i tero cuyos virtices son (- 3, -1).  
(0. 3 )  9 (3, 4 ) .  (4, - I ) .  

2. Demostrar que 10s puntos  ( -  2. - 1 ) .  (2, 2 ) ,  (5, - 2 ) ,  son 10s 
virtices de un t r i ingulo  is6sceles. 

3. Demostrar que 10s puntos (2 ,  - 2 ) .  (- 8, 41,  (5, 3) son 10s vertices 
de u n  t r i ingulo  rectingulo,  y hallar su irea.  

4. Demostrar que 10s tres puntos  (12, 1 ) .  (- 3, - 2 ) .  (2, - 1)  son 
colineales, es decir, q u e  estin sobre una misma linea recta. 

5 .  Demostrar que 10s puntos  (0, 1 ) .  (3, 5 ) .  (7, 2 ) .  (4, - 2)  son 10s 
vertices de un cuadrado. 

6. Los  vertices de un t r i ingulo  son A (3, 81 ,  B (2, - 1) y C (6. - I ) .  
Si  D es el pun to  medio del lado BC. calcular la longitud de la mediana AD. 

7. Demostrar que 10s cuatro puntos  (1. 1 ) .  (3, 5 ) ,  (11, 6 )  , (9, 2)  
son 10s virtices de n n  paralelogramo. 

8. Calcular el irea del t r i ingulo  cuyos vertices son 10s puntos  (0, 0 ) .  
(1, 2 ) .  (3, -4 ) .  Sugestidn. Usese la segunda f6rmula del Apindice IA,  I .  

9. U n o  de losextremos de un segmento rectilineo de longitud 5 es el p u n t o  
(3. - 2 ) .  Si la abscisa del o t ro  extremo es 6 hallar su ordenada. (Dos  solu- 
ciones. ) 

10. Determinar la ecuaci6n algebraica que expresa el hecho de que el pun to  
(x .  y) equidista de 10s dos puntos (- 3, 5 ) .  (7, - 9). 

11. Hallar 10s puntos  de trisecci6n y el pun to  medio do1 segmento cuyos 
extremos son 10s puntos  (- 2. 3) y (6, - 3 ) .  

12. Los puntos  extremos de un segmento son P l ( 2 ,  4) y Pa (8. - 4) . 
Hallar el pun to  P ( x ,  Y) que divide a este segmento en dos partes tales que --  
Pap : P P I  = - 2. 

13. U n o  de 10s puntos  extremos de un segmento es el pun to  (7, 8 ) .  y su 
pun to  medio ea (4, 3).  Hallar el o t ro  extremo. 

14. Los extremos de un segmento son 10s puntos  P1(7,  4) y Pz ( -1 ,  - 4 ) .  - -- 
Hallar la raz6n P I P  : PPa  en que el pun to  P ( I .  - 2) divide a1 s e g m e n t ~ .  

15. Los puntos  medios de 10s lados de un t r i ingulo  son (2. 5 ) ,  (4, 2) y 
(1. 1) .  Hallar las coordenadas de 10s tres virtices. 

16. Los virtices de un t r i i ngu lo  son A ( -  1. 3 ) ,  B (3, 5) y C (7, - I )  . 
Si D es el pun to  medio del lado AB y E es el pun to  medio del lado BC, demos- 
trar que la longitud del segmento DE es la mitad de la longitud del lado AC. 

17. E n  el t r i i ngu lo  rectingulo del ejercicio 3, dernostrar que el p u n t o  medio 
de la hipotenusa equidista de 10s trea virtices. 
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18. Demostrar que 10s aegmentos que unen 10s puntos  medios de lo8 lados 
sucesivos del cuadril i tero del ejercicio 1 forman u n  paralelogramo. 

19. Loa virtices de un t r i ingulo  son (2, - I ) ,  (-4, 7) .  (8. 0).  Hallar.  
para cada una de las medianas, el pun to  de trisecci6n m i s  cercano a1 p u n t o  medio 
del lado correspondiente. Demostrar que eate pun to  es el mismo para cada una 
de las medianas y, por  tanto,  que las medianas concurren en un punto.  Este 
punto  se llama baricentro del tr i ingulo.  

20. E n  el t r i ingulo  cuyos virtices son (XI ,  y l ) .  (xz, yz) , (xs,  y s ) .  
demostrar que las coordenadas del baricentro son 

Util izar este resultado para comprobar el ejercicio 19. 

8. Pendiente de una recta. Dos rectas a1 cortarse forman dos 
pares de lngulos opuestos por el v6rtice (fig. 11 ) . Por tanto , la ex- 
presi6n ' ' el lngulo comprendido entre dos rectas ' ' es ambigua , ya 

Fig .  11 

que tal lngulo puede ser el a o bien su suplemento el 8 .  Para hacer 
una distinci6n entre estos dos 8ngulos, consideramos que las rectas 
est6n dirigidas y luego establecemos la siguiente 

DEFINICI~N. Se llama dngulo de dos rectas dirigidas a1 formado 
por 10s dos lados que se alejan del v6rtice. 

Asi, por  ejemplo, segun esta definicibn, el i ngu lo  quo forman las rectas 
dirigidas 11 y 12 (fig. 11) es el i ngu lo  a. Sin embargo, si la direccibn de a n a  
de estas rectas, digamos 11. se invierte, el i n g u l o  formado por  las dos rectas es 
el i ngu lo  suplementario p. 

Si 11 y Is son paralelas, diremos que el i n g u l o  comprendido entre ellas es de 
0' cuando tienen la misma direccibn, y de 180' cuando tienen direcciones 
opuestas. 

NOTA. E n  la f igura 11, teniendo las rectas sus direcciones marcadas, el 
i ngu lo  y = 360' - a tambi in ,  segun la definicibn 1, es el i ngu lo  de las rectas 
11 y 13. Este i n g u l o  y > 180' se llama cingulo c6ncaoo. Siempre que hablemos 
de Ingulo  de dos rectas, 8610 consideraremos inga los  5 180°. 
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DEFINICI~N 2 .  Se llama dngulo de inclinacidn de una recta el 
formado por la parte positiva del eje X y la recta, cuando 63ta .3e 
considera dirigida hacia arriba . 

Asi , de acuerdo con las definiciones 1 y 2 ,  el ingulo de inclinaci6n 
de la recta 1 (fig. 12) es a, y el de 1' es a ' .  Evidentemente, a 
priede tener cualquier valor comprendido entre 0" y 180" ; es decir, 
su interval0 de variaci6n esth dado por 

Para la mayor parte de 10s problemas de Geometria analitica, em- 
plearemos mis  la tangente del hngulo de inclinaci6n que el Bngulo 
mismo . Seglin esto : 

DEFINICI~N 3 .  Se llama pen- Y 

diente o coejiciente angular de una 2' 

recta a la tangente de su ingulo de 
inclinaci6n. 

La pendiente de una recta se 
designa comlinmente por Ia letra m. 
Por tanto, podemos escribir X' 0 *X 

m =  t g a .  (2)  

Por (1) y (2) se ve que la pen- Y' 

diente puede tornar todos 10s valores Fig. 12 
reales. Si a es agudo, la pendiente 
es positiva , como para la recta 1 en la figura 12 ; si a' es obtuso , 
como para la recta 1' , la pendiente es negativa. Cualquier recta que 
coincida o sea paralela a1 eje Y seri perpendicular a1 eje X ,  y su 
ingulo de inclinaci6n serh de 90". Como tg 90" no esth definida, 
la pendiente de una recta paralela a1 eje Y no existe. Podemos 
establecer, por lo tanto, que toda recta perpendicular a1 cje X no 
tiene pendiente. El estudiante recordarh , probablemente , la igualdad 
tg 90" = a, , cuyo significado debe considerar muy cuidadosamente 
ya que oo no es un nlimero. Esta igualdad es una manera simb6lica 
de expresar que, a medida que el Bngulo a se aproxima m9;s y 1x16s 
a 90°, tg a se hace y permmece mayor que cualquier nrimero polritivo 
por g r a d e  que se suponga . 

TEOREMA 4 .  Si PI (XI , yl) y P2 (xr, yt ) son dos puntos dijerentes _ 
eualesquiera de una recta, la pendiente de la recta ks 
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DEMOSTRACI~N. Consideremos la recta PI A de la figura 13, 
determinada por 10s puntos PI y Pz, y sea a su 4ngulo de inclina- 
ci6n. Por PI y P2 tracemos las perpendicularea PI A1 y Pz As a1 
eje X ,  y por Pz tracernos una paralela a1 eje X que corte a PI A1 
en B.  El Bngulo PI Pz B = a ,  y ,  por Trigonometria, tendremos 

, 

Fig.  13 

Las coordenadas de 10s puntos A1 , Az y B son A1 (XI, 0)  , A2 (22, 0) 
y B (%I, y2). Por tanto, por el teorema 1 , Art. 3 ,  tenemos 

Sustituyendo estos valores en (4)) obtenemos lo que se queria de- 
mostrar . 

NOTAS. 1. E l  valor de m dado por  la f6rmula (3) n o  es t i  definido anali- 
ticamente para XI = xa. E n  este caso, la interpretacibn geomitrica es que una 
recta determinada por  dos puntos  diferentes con abscisas iguales es paralela a1 
eje Y y,  po r  tanto,  como se anotb  anteriormente, n o  tiene pendiente. 

2 .  E l  orden en que se toman las coordenadas en (3) no  tiene importancia. 

yaque  Y2 - wm. E l  estudiante debe evitar, en cambio. el error muy 
X 2  - X I  X I  - X I  

frecuente de tomar las ordenadas en un  orden y las abscisas en el ordcn contrario,  
ya que esto cambia el signo de m. 
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Ejemplo. Hallar la pendiente y el dngulo dc inclinaci6n de la recta que pasa 
por 10s puntos (1. 6 ) .  (5, - 2) .  

So;ucibn. Esta recta se muestra en la fignra 14. Por el teorema 4 tenemos, 
para la pendiente, 

m = 6 - ( - 2 )  = 8 = - 2 .  
1 - 5  - 4 

De la tabla B del Apkndice I1 tenemos. para Ingulo de inclinaci6n. 

a = arc tg (- 2) = 116O 341. 

Fig. 14 

9. Significado de la frase "condici6n necesaria y suficiente". En 
este aftfculo nos apartaremos momenaneamente de nuestro estudio de 
la Geometria analitica para considerar el significado de una expresi6n 
que se presenta frecuentemente en Matemhticas. La expi.esi6n par- 
ticular a que nos referimos es ' ' una condici6n necesaria y suficiente ' '. 
Veamos primem su significado con un ejemplo . 

Consideremos el sencillo teorema siguiente de la Geometria el+ 
mental : 

Si un trihngulo es idsceles , 10s Bngulos opuestos a 10s lados iguales 
son iguales. 

Este teorema establece que si un tritingulo es idsceles necesa- 
riamente se verifica que 10s 4ngulos opuestos a 10s lados iguales son 
iguales. Por tanto, podemos decir que la existencia de dos Bngulos 
iguales es una condicidn necesaria para que el triBngu10 sea isbsceles. 
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Pero el reciproeo de este teorema tambi6n es verdadero , a saber : 
Si dos hngulos de un trihngulo son iguales, 10s lados opuestos a 

estos hngulos son tambi6n iguales , y el trihngulo es ~dsce les  . 
Este teorema establece que la existencia de dos hngulos iguales es 

suficiente para que un trihngulo sea ishceles. De ahi deducimos que la 
existencia de do8 hngulos iguales es una condicidn suficienle para que 
el trihngulo sea is6sceles. 

Podemos entonces combinar ambos teoremas , directo y recfproco , 
en el siguiente enunciado bnico : 

Una condicidn necesaria y sujiciente para que un trihngulo sea is6s- 
celes es que dos de sus hngulos Sean igualew. 

Una frase de uso frecuente en lugar de ' ' una condioi6n necesaria y 
suficiente " es " si y solamnte si " . Asi el enunciado precedente 
puede escribirse : 

Un triAngulo es idsceles si y solamente s i  dos de sus Angulos son 
iguales . 

De una manera mhs general, si la hip6tesis A de un teorema 
implica la verdad de una tesis B ,  entonces B es una condicidn nece- 
saria para A .  Por otra parte , si , recfprocamente , B implica la 
verdad de A ,  entonces B es una condicidn suficiente para A 

Debemos hacer notar, sin embargo, que una condici6n puede ser 
necesaria sin ser suficiente, y viceversa. Por ejemplo, para que un 
trihngulo sea equil4tem , es necesario que sea is6sceles ; pero la condi- 
ci6n no es suficiente, ya que un trihngulo puede ser isdsceles sin ser 
equilhtero . 

Puede hrtber mhs de una condici6n necesaria y suficiente para la 
verdad de un teorema . Asi , una condici6n necesaria y suficiente para 
que un triAngulo sea equilhtero es que sea equiingulo. Y otra condi- 
ci6n necesaria y suficiente para que un trihngulo sea equjlhtero es la 
jgualdad de sus tres alturas. b 

A medida que vayamos avanzando en nuestro estudio de la Geome- 
trfa analftica , tendremos omsiones frecuentes de deducir condiciones 
necesarias y suficientes de naturaleza analitica para diversas propieda- 
des geom6tricas. 

10. Angulo de doe rectas. Consideremos (fig. 15) las dos rectas 
11 y t 2 .  Sea C su punto de intersecci6n y A y B 10s puntos en que 
cortan a1 eje X .  Sean 81 y 82 10s dos 4ngulos suplementarios que 
forman. Cada uno de estos hngulo2, 81 y 82, se rniden, tal iomo 
indican las flechas curvadas, en senlido contrario a1 de tas manecillas 
de un r e b j ,  o sea, en sentido posilivo , como en Trigonornetria. La 
recta a partir de la cual se mide el hngulo se llama recta in ic id;  
la recta hacia la cual se dirige el Angulo se llama recta jinat. Las 
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pendientes de las rectas inicial y final se llaman pendiente inieial 
y pendiente final , respectivamente . 

Designemos por a1 el Bngulo de inclinacidn de la recta 11 y por m~ 
la pendiente ; para la recta 1.2, sean a2 y mz el Bngulo de inclinaci6n 
y la pendiente , respectivamente. Para el &ngulo 81 , la recta inicial 
es 11, la pendiente inicial es ml , la recta final es 12 y la pendiente 
final es mz ; para el Bngulo 82, la recta y la pendiente iniciales, y la 

kt  
Fig. 15 

recta y pendiente finales, e s t h  dadas por h ,  m, 11 y ml, respecti- 
vamente. Vamos ahora a calcular cada uno de 10s Bagulos 81 y 82 
cuando se oonocen las pendientes ml y m2 de 10s lados que forman 
estos Bngulos . 

Por Geometria elemental, un Bngulo exterior de un tri&ngulo cs 
igual a la suma de 10s dos Bngules interior- opuestos. Por tanto, en 
el triBngulo ABC , siendo 8 1 = Angulo ACB , tendremos : 

0 sea, 

Tumando las tangentes de ambos miembros de { I ) ,  tenemos (Ap6n- 
dice IC , 6) 
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Pero ml = tg a1 y m2 = tg aa. Luego, de (2),  

Para el tri4ngulo ABC , con 82 por &ngulo exterior, tenemos 

82 = a1 + (180' - a? ) .  

Tomando tangentes de ambos miembms, obtenemos (ApBndice IC , 
6 Y 3 )  

tg a1 4- t!g (180' - az) - - - tg a1 - tg az 
tg O2 - 1 - tg a ,  t (180' - az) 1 + tg a1 tg a2 ' 

de donde obtenemos el resultado buscado : 

Comparando (3) y (4) , vemos que solamente difieren en el signo , 
lo cual era de esperarse , ya que 81 y d2 son hngulos suplementarios. 
Para calcular un hngulo especificado eu esencial saber si se debe usar 
la f6rmula (3) o la (4) ,  es decir, debemos tener la seguridad de que 
estamos calculando un hngulo particular o su suplemento. Esto se 
resuelve muy sencillamente ~i obsemrtmos que , en ambos resultados , el 
numerador se obtiene rsslando la pendiente inicial de la pendiente final. 
De acuerdo con esto tenemos el siguiente 

TEOREMA 5.  Un dngulo especificado 6 jormado por dos rectas estd 
dado por la jdrmula 

en donde ml es la pendiente inicial y m? la pendiente final correspon- 
diente a1 dngulo d .  

NOTA. Si ml mz = - 1,  tg B n o  est i  dcfinida por la f6rmula ( 5 ) .  Este 
caso seri  considerado m i s  adelante en el corolario 2. 

Del teorema 5 podemos deducir lrts condiciones de paralelismo y 
perpendicularidad de dos rectas , conocidas sus pendientes . 

En efecto , seg15n vimos en el Articulo 8 ,  si dos rectas son parale- 
las, el 4ngulo fonnado por ellas es 0' 6 180'. En cualquiera de 10s 
 OR casos , la f6rmula (5) se reduce a 

m2 -- m1 
0 = 

1 + ml m z  ' 
de donde , nz~ - m2 ; es decir , las pendientes son iguales. 
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Reclpmcamente , si ml = mz , ( 5 )  se reduce a 

t g e  = o ,  

de donde se deduce que 8 es igual a O0 6 180°, y , en consecuencia , 
10s rectas son paralelas. Por tanto, de acuerdo con el Articulo 9 ,  una 
condici6n necesaria y suficiente para el paralelismo de dos recias es 
que sus pendientes Sean iguales. De aqui se deduce el siguiente coro- 
lario de gran importancia prhctica : 

COROI~RIO 1. La condici6n necesaria y suficiente para que do8 
rectas Sean paratelas es que sus pendientes Sean iguales. 

Si dos rectas son perpendiculares, el hngulo comprendido entre ellas 
es de 90'. En este caso, como no puede usarse la relaci6n ( 5 )  para 
hallar el valor de 0 , escribiremos (5) en la forma 

Como ctg 90' = 0 ,  para que la fracci6n sea cero debe anularse el 
numerador , es decir , 

0 = 1 +mlrnz, 
de donde , ml me = - 1. 

Recipmcamente , si ml mz = - 1 , la f6rmula (6) se anula y , por 
lo tanto, 

c tg8  = 0 ,  

de donde , 8 = go0, y las rectas son perpendiculares. Segdn esto 
tenemos el 

COROLARIO 2 .  La condici6n necesaria y suficiente para que dos 
rectas sean perpendiculares entre s i ,  es que el producto de sus pendientes 
sea igual a - 1 . 

NOTA. E l  corolario 2 se enuncia frecuentemente en la siguiente forma equi- 
valente: Dos rectas son perpendiculares ea t re  si  si la pendiente de una de las 
rectas es reciproca y de signo contrario de la p e n d i e n t ~  de la o t ra  recta, o ,  mas 
brevemente, s i  las pendientes son negativamente reciprocas. 

Ejemplo. Hallar  el i n g u l o  agudo del paralelogramo cuyos vkrtices son 
A ( - 2 .  I ) ,  B ( l ,  5 ) .  C ( I0 .  7)  y D ( 7 .  3 ) .  

Solucibn. E l  primer paso es indicar la  direcci6n posit iva del i n g u l o  que  se 
busca que,  en este caso, es el angulo  C de la f igura 16. Entonces el l adc  B C  da 
la peildiente inicial ml y el lado  C D  la pendiente f ina l  ma. 

P o r  el teorema 4 del Ar t i r u lo  8 tenemos para las pendientes 
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Despuis. por  el teorema 5, tenemos 

de donde, C - 40° 36'. 

Fig. 16 

EJERCICIOB. Grupo 3 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. Digase el ingulo  de inclinaci6n de cada una de las siguientes rectas diri-  
gidas: a )  E l  eje X .  b) El eje Y. c)  Una recta paralela a1 eje X y diri-  
gida hacia la derecha. d )  Una recta paralela a1 eje X v dirigida hacia la 
izquierda. 

2. Digase la pendiente de cada una de las siguientes rectas dirigidas: a )  E l  
eje X. b )  Una  recta paralela a1 eje X y dirigida ya sea a la derecha o a la iz- 
quierda. c )  La  recta que pasa por  el origen y biseca a1 cuadrante I. d )  La 
recta quc pasa por el urigen y biseca a1 cuadrante I1 

3. Demostrar el teorerna 4 del Articulo 8, empleando una figura en la cual 
el Ingulo  de inclinaci6n a sea obtuso. 

4. Hallar la pendiente y el i ngu lo  de inclinaci6n de la recta que pasa por  10s 
puntos  (- 3 ,  2 )  y (7 .  - 3 ) .  

5. Los virtices de un  t r i ingulo  son 10s puntoa (2. - 21,  (- 1, 4) y 
(4. - 5 )  . Calcular l a  pendiente de cada uno  de sus lados. 

6 .  Demostrar, po r  rnedio de pendientes, que  10s puntos  (9. 2 ) ,  (11. 6 ) .  
( 3 ,  5 )  y ( I ,  1) son virtices de  un  paralelogramo. 

7 .  U E ~  recta de pendiente 3  pasa p o i  el p u n t o  (3,  2 ) .  La  a-bscisa de ot ro  
p u n t o  de la recta ez 4. Hailar su ordenada. 

8. U t a  recta de pendionte - 2  pasa por  el pun to  (2. 7) y por 10s puntos  
A y B. Si la ordemda de A es 3 y la abscisa de B u 6, jcui l  es la abscisa de A 
y cud1 la ordenada dc  B? 

9. Tres  dt  l a  vvirtices de un paralelogramo -son (- 1. 4).  (1. - 1) Y 
(6, I ) .  Si  la ordenada del cllarto v i r t k e  es 6, 1cu61 es s u  abscisa? 
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10. Hallar 10s ingulos  interiores del t r i i ngu lo  cuyos virtices son 10s puntos  
(- 2, I ) .  (3, 4) y (5. - 2 ) .  Comprobar  10s resultados. 

11. Demostrar que 10s puntos  (1, 1 ) .  (5, 3 ) .  (8, 0 )  y (4, - 2) son v i r -  
tices de un paralelogramo, y hallar su i ngu lo  obtuso. 

12. Demostrar que 10s puntos  (1. I ) .  (5, 3) y (6. - 4) son virtices de 
un t r i ingulo  is6sceles. y hallar uno  de 10s ingulos  iguales. - 13. Hallar 10s ingulos  del cuadril i tero cuyos vlrtices son 10s puntos  
(2. 5 ) .  (7. 3 ) .  (6. 1) y (0. 0 ) .  Comprobar  10s resultados. 
--, 14. Dos  rectas se cortan formando u n  ingu lo  de 135'. Sabiendo que la recta 

f inal  tiene una pendiente de - 3, calcular la pendiente de la recta inicial. 

..- , 15. Dos  rectas se cortan formando u n  ingu lo  de 45'. La  recta inicial pasa 
po r  10s puntos  (- 2. 1) y (9, 7 )  y la recta f ina l  pasa por  el pun to  (3, 9) y 
por  el punto  A cuya abscisa es - 2. Hallar la ordenada de A. 

16. Hallar el irea del t r i i ngu lo  cuyos virtices son A (1, - 3 ) .  B (3, 3) y 
C(6 ,  - 1) ernpleando el seno del i ngu lo  BAC. S u g c s t i d n .  Ver Apindi-  
ce IC.  12. 

- t- 17. P o r  medio de las pendientes demuistrese qne 10s tres puntos  (6. - 2)  . 
(2, 1)  y ( -  2. 4) son colineales. 

18. Una recta pasa por  10s dos puntos  (- 2, - 3 ) .  (4, I ) .  Si un  pun to  
de abscisa 10 pertenece a la recta, icual  es su ordenada? 

19. Hallar la ecuaci6n a la cual debe satisfacer cualquier pun to  P (x, y) que 
pertenezca a la recta que pasa po r  10s dos puntos  (2. - 1 ) .  (7, 3 ) .  

--t.-20. Hallar  la ecuaci6n a la cual debe satisfacer cualquier pun to  P ( x ,  y )  
que pertenezca a la recta que pasa po r  el pun to  (3, - I )  y que tiene una pen- 
diente igual a 4. 

21. Demostrar que la recta que pasa por 10s dos puntos  (- 2. 5) y (4,  1) 
es perpendicular a la que pasa por  10s dos puntos  (- 1, I )  y (3, 7 )  . 

22. Una recta 1 1  pasa por  10s puntos  (3, 2) y (- 4. - 6 ) .  y otra recta 12 

pasa por  el pun to  (- 7, 1)  y el pun to  A cuya ordenada es - 6. Hallar la abs- 
cisa del pun to  A. sabiendo que f 1  es perpendicular a 1 2 .  

23. Demostrar que 10s tres puntos  (2, 5 ) .  (8. - 1) y (- 2, 1 )  son 10s 
virtices de u n  t r i i ngu lo  rectingulo,  y hallar sus ingulos  agudos. 

24. Demostrar que 10s cuatro puntos  (2, 4 ) .  (7, 3 ) .  (6. - 2)  y ( I ,  - I )  
son virtices de u n  cuadrado y que sus diagonales son perpendiculares y se dividen 
mutuamente en partes iguales. 

25, Demostrar que 10s cuatro puntos  (2, 2 ) .  (5, 6 ) .  (9, 9 )  y (6, 5) son 
~ d r t i c e s  de un rombo y que sus diagonales son perpendiculares y se cortan en su 
p u n t o  medio. 

11. Demostraci6n de teoremas geometric06 por el metodo analitico. 
Con 10s resultados obtenidos en este capf ulo es posible demostrar muy 
fLcilmente muchos teoremas de la Geometria elemental por 10s m6todos 
de la Geometria analitica. El estudiante comprenderii el alcance de la 
Geometrla analftica comparando la  demostracidn analitica de un teo- 
rerna con l a  dernostraci6n del misrno teorema dada en Geometria ele- 
mental . 

En relaci6n con la demostracibn analitica de un teorema, son nece- 
sarias ciertas precauciones. Como en la demostracidn se emplea un 
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sistema coordenado , es muy dtil construir la figura de manera que se 
facilite la demostraci6n. Uha figura debe colocarse siempre en la 
posici6n mds simple, es decir , en uua posici6n tal que las coordenadas 
de 10s puntos de la figura simplifiquen lo mds posible 10s c&lculos 
algebraicos. Por ejemplo , en un teorema relativo a un trihngulo 
cualquiera, la figura puede suponerse tal como se indica en la figu- 
ra 17 (a) , teniendo 10s vertices las coordenadas que se indican. Pero 
es mBs sencillo suponer el tridngulo en la posici6n indicada en la 
figura 17 (b) ; en efecto, para esta posici6n solamente tenemos tres 
cantidades , a ,  b y c , que considerar , mientras que si con~ideramos 

Fig. 17 

el trihgulo dado en la figura 17 (a) serln seis las cantidades que 
entrardn en nuestros cdlculos. Una posici6n andloga a la dada en la 
figura 17 (b) es aquella en que ningtin v6rtice esth en el origen , pero 
un v6rtioe estd sobre uno de 10s ejes coordellados y 10s otros dos estbn 
sobre el otro eje coordenado. El estudiante dibujarh las figuras corres- 
pondientes a este caeo . 

Por afdn de simplificaci6n no se debe caer, sin embargo, en el 
extremo opue~to  y situar la figura de tal manera que el teorema 
quede restringido. Por ejemplo , las coordenadas para 10s vertices del 
tribngulo de la figura 17 (c) contienen solamente dos cantidades a y b , 
pero csts figura es el caw especial de un triangulo recthngulo y no 
semirfa para la demostraci6n de un teorema relativo a un trihngulo 
cualquiera. Tambi6n es muy d?il el usar letras y no ndmeros para las 
coordenadas de 10s puntos . 

Como primer paso en la demostraci6n analftica de un teorema , se 
debe dibujar un sistema de ejes coordenados y ,  despues, colocar la 
figura en una de las posicionea m4s simples, sin particularizar el teo- 
rema, tal como se esplic6 cn el pdrrafo anterior. A continuaci61.1, 
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todos 10s puntos comprendidos por el teorema deberhn designarse 
por coordenrtdas apropiadav marcadas sobre la figura. El procedi- 
miento a seguir despuds de esto depende de la propiedad o propiedades 
particulares que van a dernostrarse y se comprenderd mejor por medio 
de ejemplos . 

Ejemplo 1. Demostrar analiticamente que las rectas que unen 10s puntos  
medios de 10s lados sucesivos de cualquier cuadrilitero forman un paralelo- 
gramo. 

Fig.  18 

Demoetracibn. Una de las posiciones mis  simples para un  cuadrilitero 
cualquiera es la mostrada en la figura 18. Sean D. E. I: y G  10s puntos  me- 
dios de 10s lados sucesivos del cuadrilitero OABC. Tenemos que demostrar 
que el cuadrilatero DEFG ee un paralelogramo. Esto sugiere la obtenci6n de 
las pendientes de 10s lados de DEFG. Escas pendientes se obtienen muy ficil-  
mente siempre que se conozcan las coordenadas de 10s puntos D .  E ,  F y G .  
Para calcular estas coordenadas observemos que, por ser lor puntos medios de 10s 
lados del cuadri!itero dado. bastar6 aplicar la3 formulas del punto  rnedio de un 
segrnrnto. Seg6n esto, la obrencion de las coordenadas sera el punto  de partida 
de la demosrracion. 

P o r  el corolario del teorema 3 dcl Articulo 7, tenemos, para las coordenadas 
de 10s puntos  medios: 

D :  ( 2 ,  2 )  osea .  (f. +)# 

F :  (*. 2 *), 2 osea ,  (+, f )* 
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P o r  el teorema 4. Articulo 8, tenemos, para las pendientes de 10s lados 
de DEFG: 

b  b + d  --- - - 
L L a 

Pendiente de DE = = _. 
a  a + c  c '  - - 
2 2 

b + d - d  

Pendiente de EF = 2 2 -  
b  

--; 
a + c  c + e  a - e  --- 

2 2 

d  - - 0  
2 d .  Pendiente de FG = -- = -. 

c + e - 2  c  - 
2 2 

Siendo idinticas las pendientes de DE y FG, estos dos lados son paralelos, 
seghn el corolario 1 del teorema 5, Articulo 10. Anilogamente. 10s lados 
EF y DG son paralelos. Po r  tanto. la figura DEFG es un paralelogramo. y 
el teorema esta demostrado. 

Fig.  19 

Ejemplo 2. Demostrar analitiramente quo. si las diagonales de un parale- 
logramo son perpendicnlares entre si ,  el paralelogramo en un  rombo. 

Demostracidn. Una de las posiciones m i s  sencillas para un paralelogramo 
cualquiera es la indicada en la figura 19. Podemos entonces asignar a 10s vertices 
A y C sus coordenadaa como esti  indicado. Como OABC es on paralelogramo. 
el lado BC es paralolo e igual a1 lado OA. Luego. la ordenada do B es igual r 
la ordenada d e  C, y la abscisa de B es a unidades mayor que lanbscisa de C. 
T o d o  esto lo indicamos analitiramente asignando las coordenadas (a + b ,  c)  al 
vlrtice B. 



Por  hipbtesis, las diagonales OB y AC son perpendiculares entre si. Segun 
el corolario 2 del teorema 5 del Articulo 10, este hecho se expresa, analitica- 
mente, por la relaci6n 

C c  - -  -.-- 1. 
a + b  b - a  

de donde, 

c Z = a S - b 2 ,  y a = d b Z + c 2 .  

Pero a es la longitud del lado O A .  y, por  el teorema 2. Articulo 6, d b 2  + ca 
es la longitud del lado OC.  Por  tanto,  po t  set iguales dos lados adyacentes de 
OABC el paralelogramo es un r o m b ~ ,  como se queria demostrar. 

EJEBCICIOS. Grupo 4 

Los teoremas enunciados en 10s siguientes ejercicios deben demostrarse anali- 
ticamente. Para cada ejercicio dibujese una figura colocada, con respecto a 10s 
ejes coordenados, de manera que facilite la demostraci6n. 

1. Las diagonalea de un paralelogramo se dividen rnutuamente en partes 
iguales. 

2. Enunciar y demostrar el teorcma reciproco del anterior. 
3. Las diagonales de un rombo son perpendiculares y se cortan en su punto  

medio. 
4. E l  segmento de recta que une 10s puntos medios de dos lados cualesquiera 

dc un t r i ingulo  es paralelo a1 tercer lado e igual a su mitad. 
5. El  pun to  medio de la h i ~ o t e n u s a  de un  t r i ingulo  rectingulo equidista de 

10s tres virtices. 
6. Los ingulos  opuestos a 10s lados iguales de un t r i ingulo  is6sceles son 

iguales. 
7. Enunciar y demostrat el reciproco del teorema del ejercicio 6. 
8. Si las diagonales de un paral'elogramo son iguales, la figura es un rec- 

t ingulo .  
9. Las medianas correspondientes a 10s lados iguales de un t r i ingulo  is&- 

celes son igaales. 
10. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema del ejercicio 9. 
11. Los dos segmentos que se obtienen uniendo dos vertices opuestos de un 

paralelogramo con 10s puntos medios de dos lados opuestos son iguales y 
paralelos. 

12. El segmento que une 10s puntos medios de 10s lados n o  paralelos de 
un trapecio es paralelo a las bases e igual a su semisuma. 

13. E l  segmento que une 10s puntos medios de las diagonales de un trapecio 
es igual a la mitad de la diferencia de las longitudes de 10s lados paralelos. 

14. La suma de 10s cuadrados de 10s 1ado.s de un paralelogramo cualquien es 
igual a la suma de 10s cuadrados de sus diagonales. 

15. Los segmentos que unen 10s puntos medios de cada dos lados opuestos 
de un cuadrilitero cuaIquiera se bisecan entre s i .  

16 Los segmentos que unen 10s puntor  medios de cada dos lados contiguos 
de a n  rectingulo forman un  rombo, 

17. Los segmentos que unen 10s puntos medios de cada par de lados conti- 
guos de un rombo forman un rectdngulo. 
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18. L o s  i n g a l o s  de la base de u n  trapecio isbsceles son  iguales. 
19. Los  pun to s  medios de dos  lados opuestos de cualquier  cuadri l i tero y 10s 

pun to s  medios de las diagonales son  10s virtices de un  paralelogramo. 
20. Enunciar  y demostrar  el reciproco del teorema dc P i t igoras .  
21. E l  segmento que une 10s pun to s  medios de dos  lados opuestos de cual- 

quier  cuadri l i tero y el que une 10s pun to s  medios de las diagonales del cuadr i l i -  
tero se bisecan entre si. 

22. E l  segmento de recta que une 10s pun to s  medios de 10s lados n o  parale- 
10s de u n  trapecio biseca a ambas diagonales. 

23. L a  suma de 10s cuadrados de las distancias de cualquier  p u n t o  de un  
p lano  a dos  vir t ices opuestos de cualquier  rect ingulo es igual  a la  suma de 10s 
cuadrados de sus  distancias a 10s o t ro s  dos  virtices. 

24. Enunciar  y demostrar  el reciproco del teorema del ejercicio 23. 
25. Si  0, A ,  B y C son 10s vir t ices sucesivos de u n  paralelogramo, y 

D y E 10s pun to s  medios de 10s lados A 0  y BC, respectivamente, 10s seg- 
mentos DB y OE tiisecan a la  diagonal  AC. 

12. Resumen de f6rmulas. A intewalos apropiados el estudiante 
debe construir tablas que comprendan un sumario de 10s resultados 
obtenidos . Xn tales tablas se apreciarh s simple vista no solamente las 
relacioaes importantes sino tambien algunas analoglas o propiedades 
comunes ; tambi6n sewirhn para reducir a un mlnimo 10s resultados 
que deben aprenderse de memoria. Como ejemplo, presentamos a con- 
tinuaci6n un resumen, en forma de tabla, de 10s principales resultados 
obtenidos en este capitulo. El estudiante debe tener estos resulta- 
dos claramente definidos en su mente , y , en particular, debe notar 
el paralelismo entre la condici6n geometrica por una park y su repre- 
sentaci6n analitica por otra . 

CONDICION GEOMETRICA REPRESENTACION ANALITICA 

Longi tud  PIPa de u n  segmento de recta 
dir igido.  PIPS,  con p u n t o  inicial PI  y 
p u n t o  f inal  Pa. 

PI  Pa coincidiendo con el eje X: - 
P I  (XI  0 ) .  Pa (xa. 0 ) .  P I  Pa paralelo PI  Pa = xa - X I .  
a1 eje X :  Pl(x1, y ) .  Pa(xa. y ) .  YZO. 

PI  Pa coincidiendo c o ~ l  eje Y :  
PI (0, yl) , Pa (0, ya) . PI  Pa paralelo 
a l e j e  Y ;  P l (x ,  y l ) .  Pa(x, ya), x  ZO. 

Distancia d entre dos  p u n r  o s  dados 
Pi(x1, yl) Y Pa(xa, ~ a ) .  d = t/ (xi - xa) a + (yl - ya)'. 
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CONDICION GEOMETRICA REPRESENTACION ANALITICA 

Coordenadas (x ,  y )  del punto  P que x l  + rxa 
divide a1 segment0 rectilineo dirigido P I  P2, 
con puntos extremos dados PI*, y l L y  Y I  + ryz 
Plr(x2, yl), en la raz6n dada r=Pl  P  : PP2. 

= 
l + r  

Coordenadas (x ,  y)  dcl pun to  medio - X I  + x2 
del segmcnto dirigido. P1 P2 cuyos extre- 2 
mos dados son 10s puntos  P I  ( X I ,  y l )  y y,  + y, 
Pa (xa, ya). =Te 

Pendiente m de la recta que pasa por 10s 
dos puntos dados diferentes P l  (XI ,  y ~ )  y m = , 1/11 # x2. 
Ps (xa, y2). X l  -xa  

Angulo 0 formado por  dos rectas con t g e -  , ,1m2#-1.  
pendiente inicial mi y pendiente final ma. 1 +mima 

Condici6n necesaria y suficiente para el 
paralclismo de dos rectas dadas de pendien- ml = mz. 
tes ml y ma. 

Condici6n necesaria y suficiente para la 
perpendicularidad de dos rectas dadas de mi m2 = - 1. 
pendientes mi y mz. 



CAPITULO I1 

GRAFICA DE UNA ECUACION Y LUGARES GEOMETRICOS 

13. Dos problemas fundamentales de la Geometrfa analfdca. En 
este capitulo haremos un estudio preliminar de doo problemua junda- 
nlentales de la Geometria analitica . 

I .  Dada una ecuaci6n interpretarla geomhtricamente , es decir , 
constmir la gdfica correspolidiente . 

11. Dada una figura geomhtrica, o la condici6n que deben cumplir 
h s  puntos de la misma , determinar su ecuaci6n. 

El lector observari que estos problemas son esencialmente inversos 
entre si. E~trict~arnente hablando , sin embargo, ambos problemas 
estbn tan estrechamente relacionados que constituyen juntos el pro- 
blema fundamental de toda la Geometria analitica . Por ejemplo , 
veremos mbs adelante que , despuhs de obtener la ecuaci6n para una 
condici6n geomhtrica dada , es posible , frecuentemente , determinar 
por un estudio de esta ecuaci6n posteriores caracteristicas geomhtricas 
y propiedades para la condici6n dada . Nuestro prop6sito a1 considerar 
jnicialmente separados 10s dos problemas no es de mucha necesidad 
sino , m&s bien, de conveniencia ; de esta manera tenemos que enfocar 
nuestxa atenci6n sobre un ndmero menor de ideas a la vez. 

14. Primer problema fundamental. Grafica de una ecuaci6n. Su- 
pongamos que se nos da una ecuaci6n de dos variables, z y y ,  que 
podemos escribir , brevemente , en In forma . 

En general, hay un ndmero infinjto cie pares de valores de z y y que 
satisiacen esta ecuaci6n. Cada uno de tales pares de valores realea se 
toma como las coordenadas (x , y )  de un punto en el plano. Este con- 
venio es la base de la siguiente definici6n : 
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DEFINICI~N 1 .  El conjunto de 10s puntos , y solamente de aqne- 
110s puntos cuyas coordenadas aatisfagan una ecuaci6n (1) , se llama 
grdfia de la ecuacidn o , bien , su Zugar geodtrico . 

Otro concepto importante eat& dado por la 
DEFINICI~N 2.  Cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen la 

ecuaci6n (1 ) perhece a la grdjica de la ecuacidn . 
No debe insistirse mucho en aquello de que solamenle aquellos pun- 

tos cuyas coordenadas satisfacen una ecuaci6n pertenecen a su lugar 
geombtrico. Lo importante es que si las coordenadas de un punto 
satisfacen una ecuaci6n, ese punto pertenece a la grhfica de esa ecuaci6n 
y , reciprocnmente , si un punto est4 sobre la grhfica de una ecuacih ,  
sus coordenadas satisfacen la ecuaci6n. Esto es , evidentemente , el 
enunciado de una condici6n necesaria y suficiente (Art. 9) .  Como las 
coordenadas de 10s puntos de un lugar geom6trico esthn restringidas 
por su ecuaci6n tales puntos estarhn l~calizados, en general, en posi- 
ciones tales que, tomadas en conjunto, formen un tram definido 
llamado curva , grttfica , o lugar geom6trico. 

Como ejemplo de las notas precedentes consideremos la ecuaci6n 

Dando diversos valores a x y calculando 10s valores correspondientes de y .  
obtenemos 10s pares de valores que figuran en la tabla. Cada par de valores 
correspondientes. tomado como las coordenadas de un punto. nos  permite 
trazar varios puntos, tal como se muestra en la figura 20. 

En Algebra se estudia el trazado de grhficas del tip0 (2). El pro- 
cedimiento consiste en trazar un cierto nlimero de puntos y dibujar una 
linea continua que pas% por todos ellos . tal como est& indicado en la 
figura 20. Pero , a1 hacer esto , se supone que la gr4fica entre dos 
puntos sucesivos cualesquiera tiene la forma de la curva continua que 
se dibuja uniendo 10s puntos. Aunque esto es verdadero para la 
grhfica particular que estamos considerando, no es verdadero para 
las grhficas de todas las ecuaciones. Por tant,o, bajo este supuesto , 
podemos introducir muchos errores en el trazado de la g rSca  entre dos 
de sus puntos. Para evitar errores de este tip0 , debemos hacer una 
investigaci6n preliminar de la ecuaci6n para ciertas caracteristicas 
antes de proceder a1 trazado de la curva. Esto se llama discutir la 
ecuacih y se describid en 10s articulos que siguen inmediatamente 
a1 presente. 

El  lector n o  debe creer que toda ecuaci6n del t ipo  (') tiene, necesariamente. 
nna grifica. For ejemplo, la ecuaci6n 
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se satisface para un nhmero inf in i to  de pares de valores de x y y, pero en 
ningun caso son umbos valores nfimeros reales. P o r  esto no  se paede trazar 
n ingun p u n t o  cuyas coordenadas satisfagan crta ecuacibn, ya quo estamos rcs- 
tr ingidos a puutos cuyas coordenadas Sean ambas ncimeros realea. Decimor 
entonces quo (3) n o  tiene grdfica en el sisterna coordenado rectangular real 
quo estamos empleando. 

Fig.  20 

O t r o  ejcmplo es la ecuacibn 

x' + ya = 0, 

en donde, x = 0, y = 0 es el unico par de valores reales quo la satisfacen. 
E n  este caso, en noestro aistema coordenado rectangular real, la grafica de la 
ecuacibn (4) ea un solo pan to ,  el origen. 

15. Intercepciones con 10s ejes. El primer punto que estudiare- 
mos en relacitin con la discusi6n de una ecuacidn eq el de las intercep- 
ciones de la curva con 10s ejes coordenados. 

DEF~NICIONES. Llamaremos intercepci6n de una curva con el eje 
X a la abscisa del punto de interseccidn de la curva con el eje . An&- 
logamenk, la intercepcidn con el eje Y es la ordenada del punto de 
intersecci6n de la clmrva con dicho eje. * 

El mCtodo para obtener la intercepciones es evidente a partir de la 
definici6n. Como la intercepci6n con el eje X es la abscisa de un 

N.  DEL T. Muchos autorcs llaman iatersecciones a las intercepciones 
sobrentendiendo quo a1 decir pun to  de interseccibn se quiere indicar abscisa a 
ordenada del punto .  
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punto que esth sobre el eje de las X, la ordenada de ese punto esl csro. 
Por tanto, haciendo y = 0 en la ecuaci6n de la curva , las soluciones 
reales de la ecuaci6n resultant.. en z nos d a d n  las intercepciones con 
el eje de las X .  Anhlogamente, haciendo en la ecuaci6n z = 0 ,  las 
soluciones reales de la ecuaci6n resultante en y nos d a d n  las intercep- 
ciones con el eje Y .  

Como ejemplo del mitodo, c o ~ i d e r e m o ~  la ecuacidn (2) del Articulo 14: 

Para y = 0, esta ecuacidn se reduce a 

de donde. 

y Ias raices son 
x = 0, 3, 5 .  

Por tanto, la8 intercepcionem de (1) con el eje X son 0, 3 .  5 .  Para x = 0 
en ( I ) ,  y - 0, de manera quo la intercepcibn con el eje Y es 0. Todas estas 
intercepciones estan indicadas en la figura 20 del Articulo 14. 

16. Sirnetria. El mgundo punto que consideraremos , en relaci6n 
con la discusi6n de una ecuaci6n , es la sirnetria de la curva que repre- 
senta , con respecto a 10s ejes coor- 
denados y con respecto a1 origen. I 

DEFINICI~N 1.  Se dice qUe d 0 ~  
puntos son simitricos con respecto a 
una recta si la recta es perpendicu- 
lar a1 segmento que 10s une en su 
punto medio . A 

La recta con respecto s la cual O 

son simCtricos 10s dos puntos se 
llama eje de sirnetria. Asi, en la 
figura 21, 10s dos puntos A  y B  
son simbtricos con respecto a1 eje de 
sirnetria I si la recta I es perpen- 
dicular a1 segmento AB en su pun- 

B 
0 

to medio . Fig .  21 
DEFINICI~N 2 .  Se dice que dos 

puntos son s i ~ i c o s  con respecto a un punto 0 si 0 es el punto medio 
del mgmento que 10s une . 

El punto 0 m llama centro de sirnetria. Asi, en la figura 22, 10s 
dos puntos A  y B  son simCtricos con respecto a1 centro de simetrfa 0 
siempre que 0 sea el punto medio del segmento A B .  
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Ahora vamos a extender las definiciones 1 y 2 hasta incluir la sime- 
trfa de una curva plana completa con respecto a una linea o un punto. 

DEFINICI~N 3. Se dice que una curva es simd1rica con respecto a 
un eje & sirnetria cuando para cada punto de la curva hay un punto 
corre8pondiente1 tambien de la curva , tal que estos do8 puntos son 
sim6tricoa con respecto a1 eje . 

DEFINICI~N 4 .  Se dice que una curva es simdlrica con respecto a 
un ccntro de aimelria 0 cuando para cada punto de la curva hay un 

Fig.  22 Fig.  23 

punto correspondiente , tambihn de la curva , tal que estos dos puntos 
son sirn4tricos con respecto a 0. 

Todas las definiciones anteriores son puramente geomhtricas . Ahora 
inkrpretaremos estas definiciones analiticamente, usando 10s ejes coor- 
denados como ejes de simetria y el origen como centro de simetria. 

a )  Sirnetria con respecto a1 eje X . Sea P (z , y ) un punto cual- 
quiera de una curva (fig. 23). Si esta curva es simCtrica con respecto 
a1 eje X ,  de la definicidn 3 se deduce que debe haber otro punt,o 
P t ( a ,  b)  sobre la curva, tal que el segment0 PPt queda bisecado 
perpendicularmente por el eje X .  Sea M el punto medio de PPt ; 
sus coordenadas son, evidentemente, ( x ,  0 ) .  Er:tonces, por las 
f6rmulas del punto medio dadas en el corolario del teorema 3 ,  Art. 7 ,  
tenemos 
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de donde a = z y b = - y  . Por tanto, las coordenadae de P' son 
(2, - y )  . Pen,, como P f  est& sobre la curva, de la definici6n 1, 
Artlculo 14,  se deduce que sus coordenadas deben de satisfacer la 
ecuaci6n de la cuwa. Es decir , una ecuaci6n j (z , y) = 0 que se 
atisface para las coordenadas (z, y )  de P ae satisface tarnbien para 
las coordenadas (z , - y )  de PI siempre que la curva m sirnetria 
respecto a1 eje X .  E s k  resultado se enuncia oomo sigue : 

+' 
F i g .  24 

TEOREYA 1 .  Si la ecttacidn de una curva no se alfera c d o  la 
variable y es reentplazada por - y ,  lu curua es s i d r i c a  con respecto 
a1 ieje X .  

NOTA. E l  reciproco del teorema I tambiin es verdadero. La demostraci6n 
se drja como ejercicio al estudiante. 

Un ejemplo sencillo del teorema 1 es la curva c u p  ecuaci6n es 
y2 = z. Se deja como ejercicio a1 estudiante la const~cci6n de esta 
curva , que es una padbola. 

b )  Simetrla con respeeto a1 eje Y .  Usando la figura 24, podemos 
establecer un teorema antilogo a1 teorema 1 para Is sirnetria de una 
curva con respecto a1 eje Y .  La demostraci6n 8e deja como ejercicio 
a1 estudiante . 

TEOREMA 2 .  Si la ecuacidn de una curva lu, se &era cuando la 
variable x es reemplada  por - x , la curva es s id l r ica  w n  rcspeclo d 
eie Y , y  reclprocamente. 

Un ejemplo sencillo del teorema 2 es la curva cuya eeuaci6n es 
y  = 2 z2 + 1 .  Se deja a1 estudiante el trazado de esta curva. 

c )  Simetrla con reapedo al origa.  Sea P ( z  , y) un punto cual- 
quiera de una curva (fig. 25). Para que eata c w a  &?a aimbtrica con 
respecto a1 origen 0, de la definici6n 4 se deduce que debe haber otfo 
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punto P ( a ,  b ) ,  mbre la curva, tal que 0 sea el punto medio del 
segmento P P r  . Por las f6rmulas del punto medio tenemos 

de donde a = - z y b = - y , de rnanera que las coordenadas de Pr 
son (- 2, - y) . Como Pr eat4 sobre la curva, sus coordenadas 
(- z ,  - y )  deben satisfacer la ecuaci6n de la curva. Por tanto, 
para que haya simetria con respecto a1 origen, la ecuaci6n del lugar 

F i g .  25 

geom6trico no debe alterarse a1 reemplazar z por - z y y por - y .  
El reciproco de este enunciado tambi6n es veldadem y puede demos- 
trarse . Estos resultados nos dan el 

TEOREMA 3 .  Si la ecuacidn de una curua no se allera a2 reemplazar 
las variables x y y pot - x y - y , respectivamenle, la eurva es simk- 
trica con respecto a1 origen; y redprocamente. 

Un ejemplo sencillo del teorema 3 es la curva y = z3. Se reco- 
mienda a1 estudiante la construcci6n de esta curva. Se llama pardbola 
ctibica 

NOTA. S i  camparamos 10s teoremas 1 ,  2 y 3 veremo8 que, si nna curva es 
sirnittics con respecto a ambos ejes coordenados, es tambiin simitrica con res- 
pecto a l  origen. Pero el reciproco n o  t s  necesariamente verdadero. P o r  ejemplo,  
la curva cuya ecuaci6n es XU = 1 es simbtrica con  respecto a1 origen. per0 n o  ee 
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simhtrica con respecto a n ingono de 10s ejes coordenadoa. Se recomienda 41 estu- 
diante la construcci6n de la grifica de esta ecuaci6n quo ee llama hipe'rbola equi-  
la'tera. 

17. Extensi6n de una curva. El tercer punto que consideraremos , 
en relaci6n con la discusi6n de una ecuaci6n, es el estudio de la exten- 
si6n de la curva . Con este tbrmino queremos expresar la determinaci6n 
de 10s intervalos de variaci6n para 10s cuales 10s valores de x y y eon 
vrtlores reales. Esta informaci6n es litil por dos razones : 1) Da la 

F ig .  26 

localizaci6n general de la curva en el plano coordenado . 2) l n d i c ~  si 
la curva F?Y cerrada o si es de extensicin indefinida . 

Los intervalos para 10s cuales 10s valores de z y y son reales se 
determinan, simplemente, resolviendo la ecuaci6n dada para y , en 
terrninos de x , y para z en tCnninos de y . 

Efemplo. Discutir  la ecuaci6n ya = x 3 ,  estudiando las intercepciones. s i -  
metria y extensibn de la curva. T raza r  la grifica correspondiente. 

Solucibn. a)  Intertepciones. Para y = 0, x - 0;  p a n  x = 0. y = 0. 
P o r  tanto,  el Qnico p u n t o  de intersecci6n con 10s ejes coordenados es el 
origen. 

b )  Simetria.  Si se austituye y p o t  - y. la ecuaci6n no  se altera P o r  tan- 
to,  la curva es simitrica con respecto a1 eje X. Si eurti tuimos x p o t  - x ,  la 
ecuaci6n se altera: p o t  tanto ,  la curva n o  es simitrica con respecto a1 eje Y. Si 
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se susti tayen x y u por  - x  y - y,  respectivamente. la ecuacion tambi ln  cam- 
bia;  luego, la curva no es simltrica con respecto a1 origen. 

C) Extensi6n. Despejrndo y en funci6n de x ,  obtenemos 

Vemos inmediatamente que y e, compleja ri  x es negativa: po r  tanto,  todos 
10s valores negativos de x qaedrn  excluidor. Es to  significa que ninguna por-  
ci6n de la curva es t i  a la izquierda del eje Y. E n  cambio. pueden tomarse todos 
10s valores posit ivos de x. 

Despejando x en funci6n de y, obtenemos 

Evidentemente. y puede tomar todos 10s valores positivos y negativos. Es to ,  
agregado a1 hecho de que todos 10s valores positivos de x son admisibles, indica 
que la curva se extiende indefinidamente hacia la derecha de1 eje Y y hacia ambos 
lados, arriba y abajb. del eje X. P o r  tanto,  la curva n o  es cerrada. 

Finalmente, po r  medio de ( I ) ,  calculamos unos cuantos pares de vatores 
para x y y como 10s que aparecen en la tabla. La curva es la trazadr en l a  
f igura 26. E s  una parabola semiccibica. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 1-25 discetase la ecuaci6n estudiando las i n ~ e r -  
cepcioncs, simetria y extensi6n. DespaCs tricese la grifica correspondiente. 

26. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema 1, Articulo 16. 
27. Demostrar el teorema 2 ,  Articulo 16. 
28. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema 3. Articulo 16. 
20. Demostrar el siguientc teorema: Si la ecuaci6n de una curva n o  se altera 

cuando se intercambian las variables x y y,  1a cnrva es simitrica con respecto a 
la recta que pasa po r  el origen y es biscctriz de 10s cuadrantes I y 111. 

30. Demostrar el siguiente teorema: Si la ecuaci6n de una curva n o  se altera 
a1 sur t i tu i r  la variable x po r  - y y la variable y por  - x.  la curva er aim(- 
trica con rerpecto a la recta que pasa po r  el origen y es bisectriz de !os cuadran- 
tes XI y IV .  
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18. Asintotas. El cuarto punto que consideraremos , en relaci6n 
con la discusi6n de una ecuaci6n , es la determinaci6n de las asintotas 
que la curva pueda tener. 

DEFINICI~N . Si para una curva dada , existe una recta tal que , 
a medida que un punto de la curva se aleja indefinidamente del origen , 
la distancia de ese punto a la recta decrece continuamente y tiende a 
cero , dicha recta se llama adntota de la curva. 

Esta definici6n implica dos cosas : 1) una curva que tiene una 
asfntota no es cerrada o de extensi6n finita , sino que se extiende inde- 
finidamente ; 2) una curva se aproxima a la asintota m6s y m6s a 
medida que se extiende m6s y m6s 
en el plano coordenado . Y 

Siendo la a s in  t o  t a una linea 
recta, puede tener una cualquiera 
de tres posiciones particulares . Si 
es paralela o coincide con el eje X , 
se llama asfntota horizontal; si es 
paralela o coincide con el eje Y,  
asfntota vertical; y si no es paralela X 1  0 

t 

+ k F 

a ninguno de 10s ejes coordenados , 
asintoia oblicua . Aqui considera- 
remos solamente la determinaci6n 
de asintotas verticales y horizon- 
tales. Posteriormente veremos la 
determinaci6n de ashtotas oblicuas 

>.X 

para una curva particular conocida 
con el nombre de hipbrbola. Y 

El estudiante debe tener pre- Fig. 27 
sente que una curva no tiene nece- 
sariamente una o m&s asintotas. Hay muchas curvas que no tienen 
asintotas. Sin embargo , si una curva tiene asintotas, su determina- 
ci6n s e d  , como veremos , una gran ayuda para construir su gdfica . 

En el capitulo siguiente haremos un estudio detallado de la ecua- 
ci6n general de la recta. Pem ahora tenemos necesidad de saber 
hallar ecuaciones de ashtotas verticales y horizontales. Para ello 
sea I (fig. 27) una recta cualquiera paralela a1 eje Y y que dista 
k unidades del eje. Todo punto de I, cualquiera que sea el valor de su 
ordenada , tiene una abscisa igual a k. Lae coordenadas de todos 10s 
puntos de I satisfacen , por tanto, la ecuaci6n z = k .  Recfproca- 
mente , cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen esta ecuaci6n es 
un punto cuya abscisa es k y situado , por tanto, a una distancia 
de k unidades del eje Y, y , en consecuencia , estA sobre la recta I. 
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De aqui que la ecuaci6n de 2 es x = k .  Por un razonamiento an4logo 
hallamos que y = k es la ecuaci6n de una recta paralela a1 eje X ,  
a k unidades del eje. 

Vimos (Art. 17) que se puede determinar la extensidn de una 
curva despejando y en funci6n de x y x en funci6n de y .  Para oh- 
tener las asintotas verticales y horizontales, usaremos estas mismas 
ecuaciones en las que aparecen despejadas las variables. 

Ejemplo. Determinar  las as in to tas  verticales y hor izonta les  de la curva cuya 
ecuacion es 

x y - y - 1 = 0 .  (1 

S o l u c i b n .  Despejando y  en func idn  de x ,  resulta 

Segun la ecuaci6n (2) y n o  e s t i  definida para x = 1. S i n  embargo ,  si se le 
asigna a x u n  va lor  que  sea l igera-  

Y mente mayor que  1, vemos que  y 
toma u n  va lor  pos i t ivo  m u y  grande :  
y si se le da a x  u n  va lor  ligera- 
mente menor  que 1 ,  resulta que  y 
toma u n  va lor  negativo n u m i r i c a -  
mente m u y  grande. E n  cualquiera 
de estos dos  casos, obtenemos u n  
p u n t o  de la  curva para el cual  la 
abscisa tiene u n  va lor  m u y  a p r o x i -  
mado a 1 y la  ordenada es, numbri-  
camente, m u y  grande,  A medida que  
x se aproxima a1 va lor  1, el va lor  
abso lu to  de y  se hace mayor  que  cual-  
qu ie t  n u m e r o  p o r  grande que  se le 
suponga .  B a j o  estas condiciones la 
curva s e  extiende indefinidamente 
lejos y se aproxima a una  recta cuyos 

Y '  p u n t o s  tienen todos  l a  p ropiedad  
comun de que su  abscisa es igua l  a  1 .  

F i g .  28 La ecuaci6n de dicha recta es, ev iden-  
temente,  x = I ,  y ,  de acuerdo con  

nuestra definicion de as in to ta .  cs la ecuacion de una  as in to ta  vertical. Es te  
resultado ae obtiene simplemente igua lando  a cero el denominador  x - 1 de la 
ecuacion (2) . 

Despejando  de (1) el va lor  de x en func idn  de y se obtiene 

Apl icando  precisamente el m i s m o  argument0  a ( 3 ) .  obtenemos y  = 0, o sea. 
el eje X. como as in to ta  hor izonta l .  L a  grif ica de (1)  se muestra en  la f i g a -  
ra 28. Se l lama u n a  hiphrbolo. 
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NOTAS. 1. Una curva puede tener mi s  de una asintota vertical u hor izon-  
tal. Asi,  la curva cuya ecuaci6n es 

tiene dos asintotas verticales, x = 1 y x = 2. 
2. La discusi6n anterior sugiere un  mi todo general para obtener las ~ c u a c i o -  

nes de las asintotas verticales y horizontales. Para obtener las ecuaciones de las 
asintotas verticales, resuilvase la ecuaci6n dada para y en funci6n de x e igua- 
lese a cero cada uno de 10s factores lineales del denominador; estas son las ecua- 
ciones buscadas. Anhlogamente, para obtener las ecuaciones de la8 asintotas 
horizontales, resuelvase la ecuaci6n dada para x en funcion de y e iguilese 
a cero cada uno de 10s factores lineales del denominador. 

3 .  Para muchas ecuaciones en las variables x y y ,  veremos que, frecuen- 
temente. es ventajoso investigar el comportamiento de una de las variables 
cuando a la otra se le dan valores cada vez mas grandes en valor absoluto. 
Es to  es particularmente uti l  para la determinaci6n de las asintotas. Asi, para 
la ecuaci6n (2) de nuestro ejemplo, 

si damos valores a x cada vez mis  grandes, en valor absoluto,  el valor de y se 
aproxima a cero. Ee decir, a medida que el pun to  sobre la curva se aleja indefi- 
nidamente del origen, ya sea hacia la derecha o hacia la izquierda, la curva se 
aproxima a la recta y = 0 que, por  l o  tanto es una asintota horizontal .  

Anilogamente,  si escribimos la ecuaci6n ( 3 )  en la forma 

vemos que, a medida que y toma valores cada vez mayores en valor absoluto. 
x se aproxima a 1. P o r  tanto.  x = 1 es una asintota vertfcal. 

4. El estudiante debe observar la ventaja de usar las asintotas de una curva, 
cuando existen, en el trazado de la curva. Las asintotas actlian como l ineas  
guia de la grifica.  

19. Construcci6n de curvas. La discusi6n de una ecuacidn y su 
representaci6n grhfica constituyen , en conjunto, un problema de tar] 
gran importancia en todas las ramas de la Matemhtica y sue aplicacio- 
nes, que se le ha dado el nombre especial de construccidn de curvas. 
Dedicaremos el presente articulo a hacer un resumen de 10s resultados 
obtenidos en 10s articulos inmediatamente precedentes . Desde nueatro 
punto de vista, el trazado de una curva constad de 10s seis pttsos 
siguien tes : 

1 . Determinaci6n de las intercepciones con 10s ejes coordenados . 
2 .  Determinaci6n de la simetrfa de la curva con respecto a 10s 

ejes coordenados y a1 origen . 
3 .  Deteminaci6n de la extensi6n de la curva. 
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4 .  Determin~tci6n de las ecuaciones de las asfntotas verticales u 
horizontales que la curva puede tener . 

5 .  C&lculo de las coordenadas de un n6mero suficiente de puntos 
para obtener una gdfica adecuada . 

6 .  Trazado de la curva . 

Ejemplo 1. Construir  la curva cuya ecuacion es 

x3 + xy'  - yP = 0. 

Solucibn. 1. Intercepciones. Para y = 0, x = 0; para x = 0, y = 0. 
POI tanto,  el unico punto  de intersecci6n con 10s ejes coordenados es el origerl. 

Fig 29 

2 .  Sirnetria. La ecuaci6n dada solamente no se altera en el caso en que y es 
reemplazada pot - y. Po r  tanto,  la unica simetria de la curva es con respecto 
a1 eje X. 

3 .  Extens idn.  Despejando y en funcidn de x ,  resulta 

De (2)  vemos que y es compleja cuando x es negativa. P o r  tanto,  todos 10s 
valores negativos de x quedan excluidos; regun esto no h a y  curva a la izquierda 
del eje Y. Ademis, y no estd definida para x = 1 y es compleja para todos 10s 
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valores de x mayores que  1. F o r  t an to ,  10s valores de x para 10s cuales y e s t i  
definida y es real, e s t i n  dados po r  el intervalo de variacidn 

E l  despejar x en funci6n  do y n o  se puede efectuar f ic i lmente  ya que  es una  
ecuaci6n c6bica en x. Sin  embargo. en (2) vemos que y puede tomar  todos 10s 
valores reales as ignando a x valores comprendidos dent ro  del intervalo de varia-  
ci6n dado p o r  ( 3 ) .  L a  grif ica es. p o r  consiguiente. una  curva abierta que  se 
extiende indef in idamente  hacia arr iba y aba jo  del eje X.  

4. As in to tas .  D e  la ecuaci6n (2)  vemos. inmediatamente,  que  x = 1 es 
una  asintota vertical. C o m o  de (1) n o  podemos despejar f ici lmente x en funcion  
de y, n o  podemos investigar la  posible existencia de una  o m i s  asintotas hor i -  
zontales tan  r ip idamente  como determinamos la asintota vertical. S in  embargo.  
de acuerdo con  la nota  3,  Ar t icu lo  18, se pueden investigar las asintotas hor i -  
zontales dando a x valores cada vez mayores en va lor  absoluto.  Pe ro  este proce- 
d imiento  queda aqui  excluido p o r  el in te rva lo  de variacidn permisible para 10s 
valores de x dado po r  ( 3 ) .  P o r  tan to .  n o  hay  asintotas horizontales.  

5 .  Cdlculo de coordenadas. Las  coordenadas de 10s pun to s  pueden obte-  
nerse a par t i r  de (2) asignando a x valores comprendidos en el intervalo dado 
p o r  ( 3 ) .  Ta les  pares de valores e s t i n  dados en la tabla. 

6. Construccidn de la curuo. L a  grif ica e s t i  t razada en la f igura 29;  se 
l lama cisoide. 

E j e m p l o  2. Cons t ru i r  la curva cuya ecuaci6n es 

So luc ibn .  1. Intercepciones. E l  unico p u n t o  de interseccibn con 10s ejes 
es el origen.  

2. Sirnetrio. L a  curva solamente es simitr ica con respecto al eje Y.  
3. Ex t ens idn .  Despejando de (4) el va lor  de y en funci6n  de x se obtiene 

E n  ( 5 ) ,  y n o  esta definida para x * I. Para  x > 1 y x < - 1. y es posir iva;  
para valores de x cornprendidos en el in te rva lo  - 1 < x < 1, y es negativa o 
cero. A medida que  x se aproxima a + l 6 - 1, y aurnenta numir icamente  
s i n  l imite.  

Despejando de (4)  el valor de x en funci6n de y obtenemos 

E n  ( 6 ) ,  x n o  e s t i  def in ida  para y = 1. T a m b i i n  x es compleja para 10s valo- 
res de y comprendidos en el in te rva lo  0 < y < 1. P o r  t an to ,  deben excluirse 
tales valores de y. A medida que  y se aproxima a 1 decreciendo, x aumenta  
nurniricamente sin l im i t e .  

Las conclusiones que  hemos deducido de las ecuaciones (5) y ( 6 ) ,  respecto a 
10s intervalos en 10s cuales 10s valores de las variables x y y son reales, nos  dan  
una buena idea de la localizaci6n de la curva en el p lano  ccordenado. Hay tres 
regiones definidas en las cuales la  curva existe;  arr iba de la recta y = 1 y a la 
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derecha de la recta x  = 1: arr iba de la recta y  = I y a la izquierda de la recta 
x = - l  , y a b a j o  del eje X y entre las rectas x  = I y x  = - 1 .  Se t ra ta ,  eviden- 
temente, de una curva abierta .  

4 .  Asinroras.  D e  ( 5 )  vemos que  h a y  d o s  as in to tas  v e r t i c a l e ~ :  x  = I y 
x  = - 1. D e  (6) vemos que  h a y  una  as in to ta  h o r i z o n t a l :  y  = 1. T a m b i i n  po- 
demos obtener estas as in to tas  tal  y como se susiere r n  la no ta  3  del A r t i c u l o  18. 

. 

5. Calculo  d e  las coorderladas d e  a lgunos  puntos .  Las  coordenadas de u n o s  
cuantos p u n t o s  pueden obtenerse a p a r t i r  de (5), d e n t r o  de lor  intervalor  de 

F i g .  30 

variacion obtenidos en el paso 3. A l g u n o  de tales pares de valores es t in  dados  en 
la tabla.  

6. Consr rucc idn  de la  curua.  L a  grafica e s t i  trazada en la f igura 30. E l  
estudiante debe hacer siempre un es tud io  part icular  para comprobar que  la gra-  
fica y la discusidn de una ecuacion es t in  en completo acuerdo. 

E J E R C I C I O S .  Grupo 6 

E n  cada u n o  de 10s siguientes ejercicios, cons t ru i r  la curva correspondiente a 
la ecuacion dada.  

1. x y - 2 y - 3  = O .  10. ~ 2 - 2 x ~ + ~ ~ - 6 ~ - 6 y + 3 = 0 .  
2 .  x y - 2 x - I = O .  11. ~ 3 + ~ 3 - 4 y + 4 = 0 .  
3 .  x' + y4 = 16. 12. y 3  - x Z + 3 y 2 + 2 x + 3 y  = 0.  
4 .  x 3  + x - y  = 0 .  13. x 3 - 3 x 2 -  y 3 + 3 x  - 2 y - 2 = 0 .  
5 .  x y - 3 y - x = 0 .  1 4 .  x ' y  - 4  y - x  = 0 .  
6 .  x y - 3 x - y a 0 .  15. x y 2 - 9 x - y - 1 x 0 .  
7. x y - 2 x - 2 y + 2 = 0 .  16.  x 2 y - x y - 2 y - l t O .  
8 .  x4 - 4  x a  - y  = 0 .  17. xya + x y  - 2 x  - 2  0 .  
9 .  ~ ~ + 2 x y + ~ ~ + 2 ~ - 2 y  -1 =O. 18 .  xZ  - x y  + 5 y  = 0 .  



GRAFICA DE UNA ECUAClON Y LUGARES GEOMETRICOS 4 7  

20. Ecuaciones factorizables. El  trazado de curvas se puede sim- 
plificar considerablemente para ciertos tipos de ecuaciones a las que 
llamaremos ecuaciones jaetorizables; es decir , aquellas que pueden es-- 
cribirse en forma del producto de dos o m4s factores variables igualado 
a cero . Por ejemplo , es evidente que la ecuaci6n 

puede escribirse en la forma equivalente 

La ecuaci6n (2) solamente se satisface para valores de x y y que 
anulen a uno, por lo menos, de 10s factores de su primer miembro 
(Apbndice IB , 2)  . Es decir , la ecuaci6n (2) se satisface para valores 
que satisfagan a una cualquiera de las ecuaciones siguientes : 

Las coordenadas de cualquier punto que satisfagan ya sea a (3) o (4) 
satisfarsn tambibn (2) y, por tanto, a (1).  Por lo tanto, de acuerdo 
con la definici6n 1 del Articulo 14 ,  la grtifica de la ecuaci6n (1) cons- 
tars de dos curvas que son las grtificas de las ecuaciones (3) y (4) .  Se 
recomienda a1 estudiante que trace las grPficas de (3) y (4) y com- 
pruebe que se trata de dos rectas que pasan por el origen y tienen de 
pendientes 1 y - 1, respectivamente. 

En  general, si la ecuaci6n 

eu factorizrtble, es decir , si j (x , y) puede escribirse como el producto 
de dos o mPs factores variables, la grPfica de (5) constah dde las grh- 
ficas de las ecuaciones obtenidas a1 igualar a cero cada uno de estos 
factores . 

21. Intersecciones de curvas. Consideremos dos ecuaciones indc- 
pendientes 

Y) O J  ( 1  
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Si sus gdficas se cortan en uno o mbs puntos, cada uno de estos 
puntos se llama punto de intersecci6n. Como un punto de interseccicin 
de dos curvas (1) y (2) est.6 sobre mda una de dichas curvas, slls 
coordenadas deben satisfacer, simultheamente , ambas ecuaciones 
(1 ) y (2) , de acuerdo con las definiciones del Articulo 14. La inter- 
pretaci6n analItica de un punto de intersecci6n es obvia ; en el caso 
que estamos estudiando , es un punto cuyas coordenadas representan 
una solucibn comhn de las ecuaciones (1) y (2) .  

I 
Y' 

F i g .  31 

Como las coordenadas de un punto deben ser ambas ndmeros 
reales, una soluci6n comdn (z, y) de (1)  y (2) no puede representar 
un punto de interseccicin en nuestro sistema coordenado real a menos 
que ambos valores de x y y Sean reales. AdemBs , si las ecuaciones 
(1 ) y (2) son incompatibles, es decir , no tiene soluci6n comlin , sus 
grhficas no se cortan . 

Ejemplo. Hallar analitica y grif icamente,  10s p u n t o s  de interseccicin de las 
dos  curvas ( l a  primera es realrnente una recta) cuyas ecuaciones s o n  

Soluci6n. D e  ( 3 ) .  y = 4 - 2 x:  sust i tuyendo en  (4) se obtiene la ecua- 
c i6n  cuadritica 

x ' - 5 x + 4 = 0 .  
cuyas raices s o n  x = 1. 4. 
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Sustituyendo en (3) se obtiene que 10s valores correspondientes de y son 
2.  - 4 .  Por  tanto.  10s puntos de inrersecci6n son (1, 2 )  y (4.  - 4) 

Grificamente, 10s puntos de intersecci6n se obtienen trazando la recla ( 3 )  Y 
la curva (4 ) .  La grifica correspondiente aparece en la figura 71 

E n  cada uno de 10s ejercicios 1-10, factorizar la ecuacibn correspondiente y 
trazar la grifica. 

E n  cada uno  de los ejercicios 11-20 hallar, analitica y grificamente, 10s 
puntos  de intersecci6n. cuando 10s haya. para las curvas dadas. 

22. Segundo problema fundamental. Consideremos ahora el se-- 
gundo problema fundamental de la Geometria analitica , ya enunciado 
en el Artlculo 13 : Dada una figura geomCtrica , o la condici6n qile 
deben cumplir 10s puntos de la inisma, determinar su ecuaci6n. 

Una figura geomCtrica , tal como una curva , se da , generalmenie , 
por su dejinicirin. For dejinicidn de un objeto entendemos una descl-ip- 
ci6n de ese objeto, de tal naturaleza que sea posible identificarlo 
de una manera definida entre todos 10s dem&s objetos de su clase. 
Debemos observar cuidadosamente lo que implica este enunciado : 
expresa una condieidn necesaria y suficiente para la existencia del obje - 
to definido (Art. 9 ) .  Asi , consideremos que estamos definiendo una 
curva plana del tip0 C por medio de una propiedad P que Gnica- 
mente posee C .  Entonces , entre todas las curvas planas, una curva 
es del tip0 C s i  y solamente si  posee la propiedad P. 

Como un ejemplo especifico, consideremos una curva plana muy r ~ n o c i d a .  
la circunferencia. Definimos una circunferencia como una curva plana que posee 
la propiedad unica P de que todos sus puntos  estin a igual distancia de un pur.to 
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fijo en su plano. Esto significa que toda circunferencia tiene la propiedad P,  
y reciprocamente, toda cnrua plana que tenga la propiedad P es una circunfe- 
rencia. 

Para una curva , dar la condicidn que deben cumplir aua puntos es 
dar una ley a la cual deben obedecer 10s puntoa de la curva. Esto 
significa que todo punlo de la curva debe satisfacer la ley particular de 
la curva. De acuerdo con esto se define frecuentemente una curvs 
como el lugar geomdtrico descrito por un punto que se mueve siguiendo 
una ley especificada. Ad, una circunferencia puede definirse como 
el lugar geometrico de un punto que se mueve en un plano de tal 
manera que su distancia a un punto fijo de ese plano es cons- 
tante . 

Un lugar geombtrico no debe satisfacer necesariamente una sola 
condici6n ; puede eatisfacer do8 o m&s condiciones. Asi podemos 
tener una curva que sea el lugar geombtrico de un punto que se 
mueve de tal manera que : 1 ) pasa por un punto dado, y 2)  se 
conserva siempre a una distancia constante de una recta dada. 
Podemos entonces hacer el resumen de las notas precedentes en la 
siguiente 

DEFINICI~N . Una Curva es el lugar geometric0 de todos aquellos 
puntos, y solamente de aquellos puntos, que oatisfacen una o m6s 
condiciones geombtricas dadas. 

El estudiante debe observar que esta definici6n implica que la 
condici6n o condiciones dadas Sean necesarias y suficientes para 
la existencia de la curva. Esta definici6n debe tambibn compararse 
con la definici6n 1 del Art,iculo 14. 

E n  este articulo hemos estudiado el problema desde un punto 
de vista puramente geom6trico. E n  el siguiente, consideraremos la 
i nterpretaci6n anali tica . 

23. Ecuaci6n de un lugar geometrico. Estudiaremos ahora el 
problema de la determinaci6n de la ecuaci6n de un lugar geometrico 
en el caso de que la interpretaci6n analitica de la condici6n o condi- 
ciones geometricas definen el lugar geombtrico . El  mbtodo eslA indi- 
cad0 claramente por dos definiciones previas, la definicibn 1 del 
Articulo 14 y la Clltirna definici6n del Articulo 22. Combinando estas 
dos definiciones tenemos una nueva 

DEFINICI~N . Se llama ecuacidn de un lugar geomitrico plan0 a una 
ecuaci6n de la forma 

f (2 ,  Y )  = 0 ,  (1)  

cuyas soluciones reales para valores correspondientes de x y y son 
todas las coordenadas de aquellos puntos, y solamenle de aquellos 
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p u ~ ~ t o s  , que satisfacen la condici6n o condiciones geometricas dadas 
que definen el lugar geometric0 . 

N6tese que esta definici6n expresa una condici6n necesaria y sufi- 
ciente para que (1) sea la ecuaci6n de un lugar geometrico. De 
acuerdo con esto, el procedimiento para obtener la ecuaci6n de un 
lugar geometrico es esencialmerlte como sigue : 

1 .  Se supone que el punto P ,  de coordenadas (z, y) es un 
punto cualquzera que satisface la condici6n o condiciones dadas, y , 
por tanto,  un punto del lugsr geom6trico. 

2 .  Se expresa , analfticamente , la condici6n o condiciones geo- 
metricas dadas, por medio de una ecuaci6n o ecuaciones en las coorde- 
nadas variables z y y .  

3 .  Se simplifica , si hace falta , la ecuaci6n obtenida en el paso 2 
de tal manera que tome la forma (1).  

4 .  Se comprueba el reciproco : sean (a, yl) las coordenadas de 
ctialquier punto que satisfacen (1) de tal manera que la ecuaci6n 

es verdadera . Si de (2) se puede deducir la expresi6n analitica de la 
condici6n o condiciones geometricas dadas, cuando se aplica a1 punto 
(XI,  yl) , entonces ( I )  es la ecuaci6n del lugar geom6t.rico que se 
buscaba . 

En la prhctica se omite, generalmente, el paso 4 , ya que la 
repeticidn del trabajo del paso 3 d paso 2 es ,  generalmente, inme- 
diaba. N6teso en el paso 1 que , a1 tomar P como un punto cual- 
quiera del lugar geometric0 , estamos considerando todos 10s puntos de 
ese lugar geom6trico. 

Ahora aplicaremos este procedimiento a dos ejemplos. Se reco- 
mienda a1 lector que estudie cuidadosamente estos ejemplos, porque 
una gran parte de nuestro futuro trabajo en Geometria analftica ser4 
la determinacihn de las ecuaciones de lugares geometricos. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacibn del lugar geomhtrico de un punto que se 
mueve de ta1 manera que siempre equidista de dos puntos dados A (- 1 ,  2) y 
B(4, - 1 ) .  

Solucibn. I .  Sea P(x ,  y )  un punto cualquiera del lugar geomhtrico. 
Entonces P debe satisfacer la condici6n geomitrica de que 10s segmentor 
PA y PB sean iguales en longitud, o sea, que 

1st ( 3 )  

2. Por el teorema 2 del Articulo 6. tenemos 

I P A l =  d ( x + l ) r + ( v - ~ ) z ,  

1 - 1  = d ( x  - 4 ) l + ( y +  I ) ' .  
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P o r  tanto,  la condici6n geomltrica dada (3) esta expresada analiticamente por  
la ecoacibn 

d ( ~ +  1 lS+  (I( - 2 l S =  d ( ~  - 4 l S +  ( I ( +  1 l 9 .  (4) 

3. Si elevamoo a1 cuadrado ambor miembroc de (4) , desarrollamoa, traapo- 
nemoa y rirnplificamor, la ecuaci6n ae reduce a 

4. Sean (x,, yl) las coordenadas de un punto  cualquiera PI que satisfacen 
(5) de taI manera qoe la ecoaci6n 

Fig.  32 

es verdadera. Invirt iendo 10s pasos dados para reducir (4) a (5) .  podemos 
demoetrar que de la ecuaci6n (6) se deduce la ecuaci6n 

qoe es la expresi6n analitica de la condici6n geomttrica (3) aplicada a1 
pun to  PI .  

Luego (5) es la ecuaci6n buscada. E l  lugar geomltrico, que aparece en la 
figura 32, es la perpendicular al segmento A B  en su punto  medio, es decir. 
la mediatriz del segmento AB.  

Ejemplo 2. U n  pun to  se mueve de tal m a n e n  que su distancia del eje Y es 
siempre igual a su distancia del pnnto  A (4, 0 ) .  HalIar la ecuaci6n de su lugar 
geomitrico. 

Solucibn. 1. Sea P(x .  y) un pun to  cualquiera del lugar geomitrico. 
Sea B el pie de la perpendicular bajada de P al eje Y (fig. 33 ) .  Segun el pro- 
blema, P debe satisfacer la condici6n geomitrica 
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2. Por definici6n de abscisa (Art.  4) .  

y por el teorema 2 del Articulo 6. 

Por  tanto, la condici6n geomitrica (7) esti  expresada, analiticamente, por la 
ecuaci6n 

I x  1 = d ( x  - 4 ) ' +  y'. (8) 

Fig. 33 

3 .  Elevando a1 cuadrado ambos miembros de (8).  dcsarrollaado. y traspo- 
niendo, obtenemos 

y' - 8 %  + 16 - 0. (9) 

4. Si (xl, yl )  son las coordenadas de cualquier punto P I  quc nt isfa-  
cen (9) .  entonces 

yla - 8 x i  + I6 a 0. 

Si aplicamos a ( l o ) ,  en orden inverso, las mismas operaciones empleadas para 
reducir (8) a (9). obtenemos 

que es la expresi6n analitica de la condici6n geomitricr (7J a p  l i c a d a  a1 
punto P I .  

Por tanto, (9) es la ecuaci6n buscada. El  lugar gcomitrico, una parlbola, 
esti  trazado en la figura 33. 







CAPITULO I11 

LA L I N E A  R E C T A  

24. Introduccibn. Hemos llegado a un punto en que debemos dar 
un giro a nuestro estudio de la Geometrfa analftica . Hasta aquf hemos 
deducido algunas relaciones fundamentales y considerado metodos 
generales para la construcci6n de curvas y la obtenci6n de la ecuaci6n 
de un lugar geom6trico. Pero todavla no hemos hecho ningdn intento 
sistem4tico de identificar las ecuaciones y sus lugares geom6tricos de 
una manera especffica. M&s aun,  hasta este momento, no hemos 
establecido ninguna de Ins propiedades particulares que puede poseer 
una curva. En  6 t e  y en 10s siguientes capltulos , haremos un estudio 
detallado de la !fnea recta y de algunas de las curvas que son de mhxi- 
ma importancia en la Geometrfa analitica y sus aplicaciones. Natu- 
ralmente comenzaremos con el estudio de la llnea recta debido a que su 
ecuaci6n es la m&s sencilla . 

25. Debicibn de linea recta. Nuestro primer objetivo en este 
capftulo es la obtenci6n de la ecuaci6n de la recta. Ya dijimos en el 
Artfculo 23 , que la ecuaci6n de un lugar geometric0 se obtiene a partir 
de un ndmero suficiente de las propiedades linicas que lo definen . El 
estudiante recordarti varias definiciones de la llnea recta dadas en sus 
estudios anteriores , siendo la m&s comlin la que se expresa diciendo 
que una recta es la distancia m&s corta entre dos puntos. Pero esta 
definici6n se apoya en el significado del tkrmino distancia . Si trata- 
mos ahora de definir la distancia, veremos que cualquier explicaci6n 
nos devuelve s l  punto de partida . Por esta razdn , 10s tratados supe- 
riores de Geometris , construfdos sobre bases axiom4ticas , admiten la 
existencia de la llnea recta como un postulado. Nosotros admitiremos 
la siguiente definici6n de llnea recta basada en el concept0 de pendiente 
dado en el Artfculo 8 .  

Dejinicibn de #nea recta. Llamamos lfnea recta a1 lugar geometric0 
de 10s puntos tales que tornados dos puntos diferentes cualesquiera 
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PI (XI , y ~ )  y P2 (xr , yz) del lugar , el valor de la pendiente m calculado 
por medio de la f6rmula del teorema 4 ,  Articulo 8 ,  

resulta siempre constante. 
26. Ecuaci6n de la recta que pasa por un punto y tiene una 

pendiente dada. Geom6tricamente , una recta queda perfectamente 
determinada por uno de sus puntos y su direcci6n. Analiticamente, la 

Fig. 34 

ecuaci6n de una recta puede estar perfectamente determinada si se 
conocen las coordenadas de uno de sus puntos y su fingulo de inclina- 
ci6n (y , For tanto , su pendiente) . 

TEOREMA 1 .  La recta que pasa por el punto dado Pl (XI, yl) y 
tiene la pendiente dada m , tiene por ecuacidn 

DEMOSTRACI 6 ~ .  De acuerdo con el m6todo dado en el Articulo 23, 
sea P (z , y)  (fig. 34) un punto cualquiera de la recta, diferente del 
punto dado PI (XI , yl) . Por la definici6n de recta (Art. 25) , las 
coordenadas del punto P (x , y ) satisfacen la ecuaci6n 

de la cual obtenemos, inmediatamente, quitando denominadores , la 
ecuaci6n (1 ) . 
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Reciprocamente , si las coordenadae da c u a 1 q u i e r otro punto 
Pz(z2, y2) satisfacen (1)' tenemos 

que es la expresi6n analitica de la definici6n de recta, aplicada a 10s 
dos puntos PI (21 , yl) y P2 (22, yz). POI tanto, PZ esth sobre la 
recta. Esto completa la demostraci6.n. 

NOTAS. I .  C o m o  la ecuaci6n ( I )  est6 dada en  f u n c i 6 n  de u n  p u n t o  y la 
pendiente ,  se l l ama ,  a  veces, d e  la f o r m a  d e  p u n t o  y pend ien te .  

2.  U n a  recta q u e  coincide o es paralela  a1 eje Y n o  tiene pend ien te  ( A r t .  8 ) .  
P o r  t a n t o ,  la ecuacion ( I )  n o  puede representar  a  u n a  recta de ta l  n a t l c r a l e z ~ .  
n i  nuestra  de f in ic ion  de recta puede  aplicarse a  ella. P a r a  este caso. se h a  demos-  
t r a d o  en  el A r t i c u l o  18 q u e  la  ecuaci6n de la recta es de la f o r m a  x = &, en  
donde  k es cua lqu ie r  n u m e r o  real. 

E j e m p l o .  H a l l a r  la ecuaci6n de la  recta q u e  pasa p u r  el  p u n t o  (4. - 1) y 
tienc u n  i n g u l o  de inclination de 135". 

F i g .  35 

S o l u c i 6 n .  L a  recta cuya ecuacion se busca es la  t r azada  en  la  f i g u r a  35. 
P o r  el A r t i c u l o  8 ,  la pend ien te  d e  esta recta es 

P o r  t a n t o ,  p o r  el teorema 1,  la  ecuacidn dc la recta es 

o sea. 
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1 27. Otras formas de la ecuaci6n de la recta. Una recta es o no 
pnralela a1 eje Y .  Si es paralela a1 eje Y su ecuacidn es de la forma 
x = k ; si no es paralela a dicho eje , su pendiente estA definida y su 
ecuacidn estA dada por el teorema 1 del Articulo 26 Como todas las 
rectas caen bajo una de estas dos clasificaciones, cualquiera otra 
forma de la ecuaci6n de una recta debe reducirse , necesariamente , a 
una de estas dos formaa. Para algunos tipos de problemas, sin em- 
bargo, son m&s convenientes otras formas ; a continuacidn considera- 
mos algunas de ellas. 

Fig.  36 

a )  Ecuacidn de la recta dada su pendiente y su ordenada en el origen. 
Consideremos una recta 1 (fig. 36) cuya pendiente es m y cuya orde- 
nada en el origen, es decir , su intercepci6n con el eje Y, es b . Como sc 
conoce b ,  el punto cuyas coordenadas son (0, b) estk sobre la recta 
(Art. 15). Por tanto, el problema se reduce a hallar la ecuaci6n de 
la recta que pasa por un punto (0,  b )  y tiene una pendiente dada. 
Segdn el teorema 1 del Articulo 26 la ecuaci6n buscada es 

y - b  = m ( z - 0 ) )  
0 sea , 

y - m z i b .  

Podemos enunciar este resultado como el 
TEOREMA 2 .  La recta cuya pendiente es m y cuya ordenada en el 

origen es b tiene por ecuacidn 
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NOTA. U n a  recta paralela a1 eje Y n o  tiene ordenada en  el origen.  E n  este 
caso n o  puede usarse la forma de ecuaci6n que  acabamos de obtener.  C o m o  ya 
d i j imos  la ecuaci6n de una recta tal es de la f o rma  x = k .  

b )  Ecuacidn de la recta que pasa por dos puntos. Geomdtrica- 
mente, una recta queda perfectamente determinada por dos cuales- 
quiera de sus puntos. Analiticamente , la ecuaci6n de una recta tam- 
biCn queda perfectamente determinada conociendo las coordenadas de 
dos cualesquiera de sus puntos . 

Y 

;.I 

Fig. 37 

TEOREMA 3 .  La recta que pasa por dos puntos dados PI (xl , yl) y 
Pz (xz , yz ) tiene por ecuacidn 

DEMOSTRACI~N . Sea la recta PI PI de la figura 37. Como se 
conocen .dos de sus puntos, su pendiente est4 dada por (Teorema 4 ,  
Artfculo 8) 

Por tanto, con esta pendiente y el punto PI (ZI , y ~ )  , el problema se 
reduce a hallar la ecuaci6n de una recta que pasa por un punto y tiene 
una pendiente dada . En consecuencia , sustituyendo este valor de la 
pendiente en la ecuaci6n (1)  del Teorema 1, Art. 26, obtenemos 
la forrna ( 1 ) tal como se queria demostrar . 

NOTAS. I .  S i  x l  9 x l ,  la  ecuaci6n (1) n o  puode usarse. E n  este caso, la 
recta es paralela a1 eje Y, y su  ecuaci6n es x = XI. 
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2 .  Si se multiplica la ecuacibn ( I )  por  x l  - xz y se pasan todos sus t i rmi-  
nos a1 primer miembro, se obtiene 

que puede escribirse en forma de determinante: 

E n  efecto, si desarrollamos este deterrninante po t  rnenores con respecto a 109 
elementos de la tercera columna, obtendremos el primer miembro de ( 2 ) .  M i s  
adelante deducirernos la ecuacibn (3 )  por  o t ro  mLtodo (Art .  75)  y eerd discutida 
en esa ocasibn. 

Fig.  38 

c )  Ecuacidn simblricu de la recta. Sean a # 0 y b # 0 10s seg- 
mentos que una recta determina sobre 10s ejes X y Y (fig. 38) ,  es 
decir, sus intercepciones. Entonces (a ,  0 )  y (0,  b) son dos puntos 
de la recta (Art. 15) .  Por tanto, el problema de obtener la ecuaci6n 
de una recta cuando se conocen 10s segmentos que determina sobre 10s 
ejes se reduce a hallar la ecuaci6n de la recta que pasa por dos puntos , 
y tenemos , por el t,eorema 3 , 

de donde 
a y =  - b x + a b .  

Trasponiendo - bx a1 primer miembro y dividiendo por ab, obtenemos 
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Esta ecuaci6n es la llamada ecuaci6n simbtrica de la recta. De aqui el 
siguiente 

TEOREMA 4 .  La recta cuyas intercepciones con 10s ejes X y Y son 
a # 0 y b # 0 ,  respectivamente, tiene por ecuacidn 

NOTAS. 1. Si a = 0, entonces tambiin b = 0, y la forma simitrica no 
puede usarse. E n  este caso, solarnente se conoce un punto ,  el origen, y no es 
suficiente para determinar una recta. 

2. Como una recta queda perfectamente determinada por dos cualesquiera de 
sus puntos, la rnanera mis conveniente de trazar una recta a partir  de su ecuacion 

Fig.  39 

es deterrninar las dos intersecciones con 10s ejes. Si la recta pasa por  el origen, 
basta determitiar otro punto  cuyas coordenadas satisfagan la ecuacion. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por  el punto  ( -  3. I) 
y es paralela a la recta determinada por  10s dos puntos  (0, - 2) y (5,  2) . 

Solucibn. Como se conoce un pun to  de la recta requerida I (fig.  39). 
solamente es necesario obtener su pendiente que, segun sabemos, es la misma que 
la de la recta paralela I '  que pasa por  10s dos puntos  (0. - 2) .  (5, 2) (coro- 
lario 1 del teorema 5. Art .  10). La pendiente de I' es, por el teorema 4 del Ar- 
ticulo 8. 

m = 2.- ( -  2) = 4 
5 - 0  T' 

Por  tanto,  segun el teorema 1, Artic'ulo 26, la ecuacioti de 1 es 

y - 1  = % ( x + 3 ) .  
o sea. 4 x - 5 y + 1 7 - 0 .  
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E j e m p l o  2. Hallar  la ecuaci6n de la media t r iz  (perpendicular  en su p u n t o  
rnedio) del segrnento ( -  2. 1 ) .  (3,  - 5 ) .  

S o l u c i b n .  Supongamos  que la mediatr iz  es la recta 1 y que el segrnento 
es I '  (f ig.  40).  L a s  coordenadas del p u n t o  medio M de 1' s o n  (x. -- 2)  p o t  
el  corolario a1 teorema 3, A r t i c u l o  7. L a  pendiente de l ' ,  p o r  el teorema 4 del 
Ar t icu lo  8, es 

F i g .  40 

Corno  1 es pqrpendicular  a  I t ,  su  pendiente,  p o r  el corolario 2 del teorema F. 
Art icu lo  10, es m = 76.  P o r  tan to ,  p o r  el teorema 1, A r t i c u l o  26, la ecuaci6n 
de 1 es 

y + 2 = 7 : ( x - % ) ) .  
la cual se reduce a 

l o x  - 12 y - 29 = 0.  

EJERCICIOS. G r u p o  9 

D i b u j a r  una f igura  para cada ejercicio. 

1. Hallar  la ecuaci6n de la recta que pasa p o r  el p u n t o  A ( 1 , * 5 )  y tiene de 
pendiente 2. 

2. Hallar  la ecuaci6n de la recta que  pasa p o t  el p u n t o  A (- 6 ,  - 3) y tiene 
un angulo  de inclinaci6n de 45'. 

3. Hallar  la  ecuaci6n de la recta cuya pendiente es - 3 y cuya intercepci6n 
con el eje Y es - 2. 

4. Hal la r  la ecuaci6n de la recta que  pasa p o r  10s dos  p u n t 0 s . A  (4, 2) y 
B (-5, 7 ) .  

6 .  L o s  vlr t ices de un cuadr i l i t e ro  son A (0, O), B (2, 4) ,  C (6, 7), D (8, 0) .  
Hal la r  las ecuaciones de sus lados. 
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6. Los segmentos que una recta determina sobre 10s ejes X y Y son.2 y - 3. 
respectivamente. Hallar su ecuacibn. 

7 .  Una recta pasa p a r  10s dos puntos  A ( -  3, - 1)  y B (2. - 6 ) .  Hallar 
su ecuacibn en la forma simetrica. 

8. Una recta de pendiente - 2 paea por  el pun to  A (- 1, 4 ) .  Hallar su 
ecuacibn en la forma simitrica. 

9. Hallar la ecuacidn de la mediatriz del segmento A (- 3, 2 ) .  B (I .  6 ) .  
10. Una recta pasa por el pun to  A (7, 8) y es paralela a la recta C (- 2. 2)  

y D (3. - 4) . Hallar su ecuaci6n. 
11. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el pun to  A (- 2, 4 ) .  y 

determina sobre el eje X el segmento - 9. 
12. Demostrar que 10s puntos  :4 ( -  5. 2 ) ,  L1 ( 1 .  4) y C (4,  5) sctn r ~ : l i -  

neales hallando la ecuaci6n de la recta que pasa por dos de estos puntos.  
13. Hallar la ecuacion de la mediatriz del segmento que 10s ejes coordenados 

determinan en la recta 5 x  + 3 y - 15 = 0. 
Los ejercicios 14-21 se refieren al t r i ingulo  cuyos vertices son A (- 2, I ) ,  

B (4. 7 )  y C(6.  - 3 ) .  
14. Hallar lae ecuacionee de 10s lados. 
15. Hallar la ecuaci6n de la recta que pasa por el virt ice A y es paralela al 

lado opuesto BC. 
16. Hallar las ecuaciones de la rectas que pasan por  el virtice B y trisecan 

al lado opuesto AC.  
17. Hallar 10s vertices del t r i i ngu lo  formado por  las rectas que pasan por 10s 

vertices A .  B y C y son patalelas a 10s lados opuestos. 
18. Hallar las ecuaciones de Ias medianas y las coordenadas de su pun to  de 

interseccibn. 
19. Hallat  las ecuaciones de las mediatrices de 10s lados y las coordenadas de 

su punto  de interseccibn. Este pun to  se llama circuncentro. 
20. Hallar las ecuaciones de las alturas y su pun to  de interseccibn. Este 

punto  se llama ortocentro.  
21. Hallar las coordenadas del pie de la altura correspondiente al lado A C .  

A partir  de estas coordenadas hillese la longitud de la altura y luego el area del 
t r i ingulo .  

22. Hallar la ecuacibn de la recta cuya pendiente es - 4, y que pasa por  el 
punto  de interseccion de las rectas 2 x + y - 8 = 0 y 3 x - 2 y + 9 = 0. 

23. Las ecuaciones de 10s lados de un cuadril i tero son 3 x  - 8 y + 36 = 0, 
x  + y - 10 = 0. 3 x - 8 y - 19 = 0 y x  + y + 1 = 0. Demostrar que la f igura 
es un paralelogramo, y hallar las coordenadas de sus vertices. 

24. Hallar el irea del trianxlllo rectingulo formado por  10s ejes coordenados 
y la recta cuya ecuacibn es 5 x + 4 y + 20 = 0. 

25. Las coordenadas de un punto  P son (2, 6 ) ,  y la ecuacibn de una recta 1 
es 4 x  + 3 y = 12. Hallar la distancia del pun to  P  a la recta 1 siguiendo en 
ordeq 10s siguientes pasos: a )  Hallar la pendiente de I. b )  Hallar la ecua- 
cibn de la recta I'  que pasa por P y es perpendicular a I. c)  Hallar las coor- 
denadas de P I ,  pun to  de interseccibn de 1 y 1'. d )  Hallar la longitud del 
segment0 P P ' .  

26. El  punto  P  de ordenada 10 est6 sobre la recta cuya pendiente es 3 y que 
pasa por el punto  A (7, - 2 ) .  Calcular la abscisa de P. 

27. Determinar el valor de 10s coeficientes A y B de la ecuacibn Ax - B y  
+ 4 = 0 de una recta, si debe pasar por 10s puntos  C (- 3. 1) y D (1. 6 )  . 
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28. L a s  ecuaciones de 10s lados de u n  t r i i n g u l o  son  5% - 7 y  + 2 7  = 0. 
9% - 2 y  - 15 = U y 4% + 5 y  + 11 = 0. Hal la r  sus  angulos  y comprobar  10s 
resultados. 

28. Deduci r  la  ecuaci6n de la  recta cuya pendiente es rn y de te rmina  sobre 
el eje X el segment0 a. Comphrese este resultado con  la ecuaci6n de una recta 
conocida su  pendiente y s u  ordenada  e n  el o r igen ,  dada  e n  el A r t i c u l o  27. 

30. U n a  recta pasa p o r  10s do9 p u n t o s  A (- 1,  3) y B (5. 4 ) .  Escribase su  
ecuaci6n en  f o r m a  de determinante.  Verif iquese el resultado desarrol lando el 
de te rminante .  

28. Forma general de la ecuacion de una recta. En 10s articulos 
precedentes hemos visto que la ecuaci6n de una recta cualquiera , en el 
plano coordensdo , es de In forma lineal 

en donde ya sea A o B debe ser diferente de cero y C puede o no ser 
igual a cero. La ecuaci6n (1) se llama la forma general de la ecuaci6n 
de una recta. 

Ahora consideraremos el problema inverso, a saber, la ecuaci6n 
lineal ( I )  , i representa siempre una lfnea recta? Para contestar a esta 
pregunta examinaremos las dos formas posibles de la ecuaci6n (1) 
con respecto a1 coeficiente de y , es decir , las formas para B = 0 
y B $ 0 .  

CASO I .  B = 0 .  Si B = 0 ,  entonces A # 0 ,  y la ecuaci6n (1) 
se reduce a la forma 

C z = - -  
A '  (2) 

Pero (2) es de la forma x = k , de la que anteriormente se demostr6 
que es la ecuaci6n de una recta paralela a1 eje Y (Art. 18). 

CASO TI. B f 0 .  Si B # 0 ,  podemos dividir la ecuaci6n (1) 
por B , y entonces por trasposici6n se reduce a la forma 

Pero (3 ) est& en la forma y = mz f b (Art. 27) y , por tanto , es la 
A 

ecuaci6n de una recta cuya pendiente es - - y cuya ordenada en el B 
C 

origen es - - B '  
En consecuencis , vemos que en todos 10s casos la ecuaci6n (1 ) 

representa una recta. Vamos a hacer un resumen de estos results- 
dos en el 
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10. E n  Ias ecuaciones ax + (2  - b )  y  - 23 = 0  y (a - 1 ) x  + by + I5 - 0  
hallar 10s valores de a y b para que representen rectas q u t  pasan por el pun -  
to  (2.  - 3 ) .  

11. Demostrar que la recta que pasa por  10s puntos  (4 .  - I )  y (7. 2) 
bisecta a1 segment0 cuyos extremos son 10s puntor  (8.  - 3 )  y (- 4. - 3 ) .  

12. Demostrar que las rectas 2% - y  - 1 =0 ,  x -  8y+37-0. 2x - y  - 16-0 
y x  - 8y + 7  a 0  forman un paralelogramo, y hallar Ias ecuaciones de sus  
diagomles. - 13. Dtmostrar  que Iar rectas 5 % -  y  - 6  PO,  x + 5 y  - 2 2 1 0 ,  5%- y-32-0 
y x  + 5y + 4 = 0  forman un cuadrado. 

14. Demostrar que 10s i ngu lo r  ruplementarior formados por las dor  rectas 
Ax + By + C = 0  y A'x f B t y  + C'  = 0  er t in  dados por las f6rmulas 

t g e =  * A'B - A  B' 
AA' + B B'' 

-15. Hallar el i ngu lo  agudo formado por  Iar rectas 4% - 9y + 11 = 0  y 
3 x + ? y  - 7 1 0 .  

-16. Hallar las ecuaciones de Ias rectas que pasan por  el pun to  (2,. - 1) y 
que forman cada una un ingu lo  de 45' con la recta 2% - 3y + 7  = 0.  

17. A partir  del resultado del ejtrcicio 14. deducir las condiciones necesarias 
y suficientes para el paralelismo y ptrptndicularidad de dos  rectas, dadas en 10s 
apartados (a) y (b)  del teorema 6. Articulo 30. 

18. Si k  es una constante cualquitra diferente de cero, demuistrese q u t  todo 
punto  que esti  sobre la recta A x  + By + C  = 0  tambihn estari  sobre la recta 
kAx  + kBy + k C  = 0.  P o r  tanto,  deduzcase la condici6n necesarir y sufi-  
ciente para la coincidencia de dos rectas, dada en el apartado (c) del teorema 6 ,  
Articulo 30. 

10. P o r  medio de determinantes obthngase la condici6n necesarir y suficientt 
para que las dos rectas A x  + By + C  = 0  y A'x + B'y + C' = 0  se corten en 
uno y solamente un punto ,  dada en el apartado (d) del teorema 6, Articulo 30. 
Sugesri6n: Viase apindice I B .  6 .  

20. Si t r t s  recras se cortan en un pun to  c o m l n ,  re dice que son concurren- 
t e s .  S i  l a s  t r e s  r e c t a s  A l x  + B l y  + C I  = 0 ,  A 2 x  + B ; y  + C ;  0 0  y 
As x  + Ba y + Ca = 0  son concurrenter. demuistrese que sus coeficiento satis- 
facen la condici6n e l r ~ d , , l ~ ~  C* J P ~ A D ~  

A ;  s, ca = o. I :: :: :: I C / ~ W  w w  ,-, LrakLO 

21. Demostrar que las tres rectas 3% - 5 y  + 7  = O .  2 x + 3 y  - 8 - 0  y 
6 x  - 7 y  + 8  = 0  son concurrentes. 

22. Demostrar analiticamente que las medianas de cualquitr  t r i ingulo  son 
concurrentes. 

23. Demostrar analiticamente que las mediatrices perpendiculares a 10s lados 
en su pun to  medio en cualquier t r i i ngu lo  son concurrentes. 

24. Demostrar analiticamente que las alturas de cualquier t r i ingulo  son 
concurrentes. 

25. Lor  virtices de un t r i ingulo  son ( I ,  1 ) .  (4. 7 )  y (6. 3 ) .  Demostrar 
que t l  baricentro (punto  de intersecci6n de las medianas), el circuncentro (pun-  
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t o  de intersecci6n de las mediatrices) y el o r tocent ro  ( p u n t o  de intersecci6n de 
las a l tu ras )  son  colineales. 

26. Dcrnostrar  anali t icamente que  el bariccntro,  circuncentro y or tocent ro  
de cualquier  t r i angulo  son  colineales. L a  recta que  10s une  se l l ama recta de 
Euler.  

27. Desde el p u n t o  (6,  0 )  se t razan  p e r p e n d i c u l a r e s  a  1 0 s  lados 
5x - y - 4 = 0, y = I y x - y - 4 = O de u n  t r iangulo .  Dernostrar  que  
10s pies de estas perpendiculares son colineales. 

28. Hal la r  la ecuaci6n de la recta q u e  pasa p o t  el p u n t o  (a, b )  y p o t  la 

-+'I= I .  intersecci6n de las rectas iI. + I = 1 y 
a b  b a 

29. U n a  recta re muevc de tal  manera q u c  la suma de 10s ret iprocos de 10s 
segrnentos q u e  deterrnina sobre 10s ejes coordenados es siernpre igual  a  una  cons-  

tan te  k # 0.  Dernostrar  q u e  la recta pasa siempre p o r  el p u n t o  f i j o  (:, +). 
30. Hal la r  la longit l td de la perpendicular  bajada del p u n t o  P I  ( X I .  y ~ )  a la 

recta 1 : A x  + B y  + C = 0. Demost ra r ,  a  par t i r  de esto,  que  la distancia d del 
p u n t o  P I  a  la recta 1 esta dada por  

31. Forma normal de la ecuaci6n de la  recta. Consideremos un 
segment0 OP1 de longitud p y con uno de sus extrernos 0 siempre en 
el origen , tal corno puede verse en la figura 41. La posici6n exacta 
de este segment0 de recta en el plano coordenndo estQ determihada 
por el Bngulo w , que , corno en Trigonornetria, es el Angulo positivo 
engendrado por el radio vector OP1 a1 girar alrededor del origen 
(ApCndice I C ,  1 ) .  Ile acuerdo con esto, la longitud p se considera 
siempre posiliva, y la variaci6n de 10s valores del Qngulo w viene 
dada por 

0° 5 w < 360°. ( 1 )  

E s  evidente que, para un par cualquiera de valores dados de p y w, 
la recta 1 trazada por PI (XI , yl ) perpendicular a OP1 queda perfec- 
tamente determinada. Ahora obtendremos la ecuaci6n de 1 por medio 
de la fdrmula de la recta que pasa por un punto y tiene una pen- 
diente dada . 

Por Trigonornetria, para cualquier posici6n de la recta 1,  

XI = p cos w ,  yl  = P sen o .  ( 2 )  

Por tanto, las coordenadas del punto PI son ( p  cos o ,  p sen w) .  
Para las posiciones ( a )  y ( b )  (fig. 41 ) el Bngulo de inclinaci6n 

del segmentso OPI es o , y ,  por tanto,  su pendiente ea tg (0. 
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altura de B sobre el lado AC, y por b la longitud del lado AC. El 
drea del tridngulo estA dada por la f6rmula 

Por la fGrmula de la distancia entre dos puntos (teorema 2 ,  Ar- 
tfculo 6) , 

b = 4 (21 - xs)' + (yi - ~ 8 ) ' .  (2 )  

Fig. 48 

Segdn el teorema 3 ,  Articulo 27, la ecuaci6n de AC es 

que puede escribirse en la fonna 

(yt - ys) z - (Xl - Xl) y + 21 ys - x3 y1 = 0 

Usando esta Clltima ecuaci6n junto con el punto B(22,  yz) , hallamos , 
por el teorema 9 del Artlculo 3 3 ,  que 

I(y1 - ys) 2s --(XI - za) yz +xi ga - ~ 3 ~ 1 )  
h = 

d ( y l  - ~ 3 ) ~  + (21 - ~3)' ( 3 )  

Por tanto , de las ecuaciones ( 1 ) , ( 2)  y ( 3  ) , tenemos , para Itreti 
del tridngulo , 
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La expresidn que estA dentro de barras en el segundo miembro de ( 4 )  
e3 el valor absoluto del desarrollo del detern~inante 

(VQase nota 2 del teorema 3 ,  Ar t .  27. ) E n  consecuencia , tenemos : 
TEOREMA 12. El drea del Iridngulo que tiene por vdrtices 10s puntos 

( X I ,  Y I ) ,  ( ~ 2 ,  ~ 2 )  Y (xa, ~ 3 )  es 

debiendo tomarse el valor absoluto del deferminante. 
Si tres puntos diferentes son colineales, pueden ser mnsiderados 

como 10s vertices de un trihngulo cuya Brea es cero. Por tanto,  por 
el teorema 12 ,  si 10s tres puntos diferentes (XI, yl), (22, yz), (x3, ya) 
son colineales, entonces K = 0 y 

Reciprocamente , si ( 5 ) es verdadera , I( = 0 en el teorema 12 . 
y 10s tres puntos son colineales. 

En  consecuencia , tenemos : 
COROLARIO. Una condicidn necesaria y suftciente para que tres 

puntos diferentes de coordenadas (XI , y l )  , (xz, yz) , (xa, ye) Sean 
colineales es que 

X l  y1 1 

X3 y3 

35. Ecuacibn de la recta que pasa por dos puntos, en forma de 
determinante. En la nota 2 del teorema 3 ,  Articulo 27, obtuvimos la 
ecuaci6n de una recta que pasa por dos puntos dados, en forma de 
determinante. Ahora deduciremos esta forma por otm metodo que 
es importante porque puede usarse para obtener en forma de determi- 
nante las ecuaciones de otras figuras geometricas. 

Tomemos para ecuaci6n de la recta que pa= por 10s dos puntos 
dados PI (XI , yl) y Pz (zz , y2) la 
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Como 10s puntos PI y P2 estitn sobre la recta, sus coordenadas deben 
satisfacer la ecuaci6n ( 1 ) , y tenenlos Ins dos ecuaciones 

Como la ecuaci6n buscada es de la forma ( 1 ) , debemos considerar 
10s coeficientes A , B y C como inc6gnitas. Sus valores , ademhs , 
deben ser 10s mismos en las ecuaciones ( 2 )  y (3) si la recta pasa 
por PI y P2. Podemos entonces considerar las ecuaciones ( 1 ) , ( 2) 
y ( 3 )  como un sistema de tres ecuaciones lineales homogeneas con 
tres inc6gnitas, A , B , C . En la ecuaci6n ( 1 ) , C puede ser cero , 
per0 A y B no pueden ser ambas cero. Ahora bien , por Algebra, 
sabemos que para que el sistema formado por las ecuaciones ( 1  ) , ( 2)  
y ( 3)  tenne una soluci6n distjnta -- de ceso , es necesario y suficiente 
que el determinante del sistema se anule (ApBndice IB , 6 ; teorema) , 
es decir , 

x y l  
= 0 .  ( 4  

Vamos a demostrar que ( 4 )  es la ecuaci6n buscada. E n  efecto, 
como X I ,  yl , 2 2  y yz son constantes conocidas, el desarrollo del de- 
terminante, por elementos de la primera fila , da una ecuaci6n de la ,  
forms ( 1 ) .  Por tanto,  ( 4 )  es la ecuaci6n de una recta. Ademhs , 
la ecuaci6n ( 4 )  ye satisface por las coordenadas de PI y Pz. Porque , 
si sustitufmos z y y por XI y yl , respectivamente, las filas prinlera 
y segunda son id6nticas , y el determinante se anula (ApBndice IB , 5 ; 
propiedad 4 ) .  Anhlogamente, si ye sustituyen en ( 4 )  las coordenadas 
variables z y y por las coordenadas de Pz , las filas primera y tercera 
quedan id6nticas, y el determinante se anula . 

Este resultado nos dice 
T E O ~ E M A  13. La ecuacidn de la recta que pasa por 10s puntos 

PI (XI , yl )  y P2 (x2 , yz) , puesta en f o r m  de determinante , es 

Ejemplo. Eacribir. en forma de determinante, la ecuaci6n de la recta que  
pasa por 10s puntoa (- 1 ,  4) y ( 3 ,  1 ) .  A partir de ella obtingase la ecuaci6n 
en su forma general. 
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Solucibn.  P o r  el teorema 13 anterior,  la ecuaci6n es 

Si desarrollamos por 10s elementos de la primera fi la,  obtenemos 

de donde la ecuaci6n de la recta, en su forma general. es 

36. Pamilias de lineas rectas. E n  el Artbulo 29 vimos que una 
recta y su ecuaci6n quedan determinadas perfectamente por dos condi- 
ciones independientes. Por tanto, una recta que satisface solamente 
una condici6n no es una recta linica ; hay infinidad de rectas que la 
cumplen, cada una de las cuales tiene la propiedad comb asociada 
con esa linica condici6n. De acuerdo con esto podemos formular la 
siguien te 

DEFINICI~N. La totalidad de las rectas que satisfacen una linica 
condici6n geomCtrica se llama jamilia o haz de rectas. 

Para mejor comprender este nuevo concepto, consideremos primero todas las 
rectas que tienen de pendiente 5. La totalidad de estas rectas forma una familia 

de rectas paralelas, teniendo todas la propiedad co- 
Y mun de que su pendiente es igual a 5. Analitica- 
A mente. esta familia de rectas puede representarse por  
k = 2  la ecuacion 

y = 5 x + k .  (1) 

en donde k  es una constante arbitraria que puede 
tomar todos 10s valores reales. Asi. podemos obte- 
ner la ecuaci6n de cualquier recta de la familia asig- 
nando simplemente un valor particular a k  en la 
ecuacibn (1 ) .  Recordando la ecuaci6n de la recta en 
funcion de la pendiente y la ordenada en el origen 

*X (teorema 2. Ar t .  27) .  este valor de k representa 
el segment0 que la recta determina sobre el eje Y. 
Las rectas de la familia (1) para k  = 2 ,  k  = 0 y 
k  = - 1 es t in  representadas en la figura 49. 

Y' Como ot ro  ejemplo, consideremos todas las rec- 
tas que pasan por el pun to  (2,  3 ) .  Segun la ecua- 

F ig .  49 cion de la recta que pasa por un' punto  y tiene una 
pendiente dada (teorema 1. Ar t .  26) esta familia de 

rectas puede representarse, analiticamente, por  la ecuacion 
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en donde k, la pendiente, es una constante arbitraria a la que puede asignarse 
cualquier valor real. E n  la figura 50 se ban construido tres rectas de la fami- 
lia ( 2 )  correspondientes a k = 0, k = 1 y k = - 1. Como k no esti  definida 
para una recta paralela a1 eje Y,  la ecuacion (2)  no  incluye a la recta x = 2 que 
tambiin pasa por el punto  (2, 3 ) .  La familia de rectas (2) se llama haz de 
recras de vCrrice ( 2 ,  3 ) .  

Vemos , considerando ambas familias ( I )  y ( 2 )  , que una recta 
de una familia puede obtenerse asignando un valor particular a la 
constante arbitraria k .  Teniendo en cuenta su importancia, se le da 
a k un nombre especial ; se le llama pardmetro de la familia. 

3, 
Fig.  50 

El concept0 de familia de rectas es Gtil en la determinaci6n de la 
ecuaci6n de una recta particular. El procedimiento consiste , esencial- 
mente, en dos pasos : a)  se escribe la ecuaci6n de la familia de 
rectas de tal manera que satisfaga una condici6n dada, y b )  se 
determina el valor del par6metro de la familia aplicando la otra condi- 
ci6n dada. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto  (1, 6)  y 
tal que la suma algebraica de 10s segmentos que determina sobre 10s ejes coorde- 
nados (intercepciones) es igual a 2. 

Soluci6n. De la forma simitrica de la ecuacion de la recta (teorema 4, Ar-  
ticulo 27) .  la familia de rectas, para cada una de las cuales la suma de 10s seg- 
mentos que determina sobre 10s ejes coordenados es igual a 2, tiene por ecuacion 

De  todas las rectas de la familia ( J )  , queremos la recta que pasa por  el punto  
(1, 6 ) .  Para ello, determinaremos el valor del paramerro a de tal manera que 

Ias coordenadas del pun to  ( 1 .  6 )  satisfagan ( 3 ) .  P o r  tanto ,  haciendo x = 1 y 
y = 6 en (3) , obtenemos 

1 6 y+== 1'  
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de d o n d e ,  

o sea, 

Las  raices de esta u l t ima  ecuacion s o n  a  = - 1. - 2 ,  de manera que.  en  reali- 
d a d ,  hay d o s  rectas q u e  c u m p l e n  c o n  las  condiciones especificadas de l  problems. 

L a s  ecuaciones d e  estas  d o s  rectas se ob t ienen  

Y a h o r a  f i c i l m e n t e  d e  (3)  s u s t i t u y e n d o  

a = - I  y a = - 2  

sucesivamente.  Asi,  p a r a  a = - 1 ,  tenemos 

X -I+$=" 
o sea. 

3 x - y + 3 = 0 :  

y  para  a  = - 2 .  tenemos 

X + U =  I ,  
- 2  4 

>X o sea. 
2 x -  y + 4  = o .  

E n  la  f igura  51 se h a n  representado las d o s  
a= -1 

rectas. 
Y' 

F i g .  51 Tiene especial inter& la familia de 
rectas que pasan por la intersecci6n de dos 

rectas dadas. Supongamos que las ecuaciones de dos rectas que se 
ccrtan son 

A I X + B I ~ + C I  = 0 ,  ( 4 )  

y sea PI (XI , yl) su punto de intersecci6n. Consideremos la ecuaci6n 

en donde kl y kl son constantes arbitrarias que pueden tomar todos 
!os valores reales , exceptuando el caso en que ambas Sean cero sirnul- 
tBneament,e. Vamos a demos~rar que ( 6 )  es la ecuaci6n de la familia 
de rectas que pasan por PI . 

Como kl y k2 son constantes, la ecuacidn ( 6 )  es lineal en las 
variables x y y , y , por tanto, representa una linea recta. AdemBs , 
como P, (TI, yl) est4 sobre ambas rectas (4) y (5) , sus coordenadas 
satisfacen sus ecuaciones , de manera que 
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Si t~hora hacemos en ( 6 )  z = X I  y y  = yl , hallamos , en vista 
de ( 7 )  Y ( 8 1 ,  que 

k , . O +  k2-0 = 0 ,  

que es verdadera para todos 10s valores de kl y k z .  Por tant,o, la 
ecuaci6n ( 6 )  representa todas las rectas que pasan por P I ( X I ,  9 1 )  , 
punto de interseccidn de las rectas ( 4 )  y ( 5 )  . En particular, para 
kl # 0 ,  k2 = 0 ,  obtenemos la recta ( 4 )  de (6 ) ,  y de kl = 0 ,  kz # 0 ,  
obtenemos la recta (5 ) . 

En general, sin embargo, no nos interesa obtener las rectas ( 4 )  y 
( 5 )  a partir de ( 6 ) .  Podemos, por ejemplo, eliminar la recta ( 5 )  
de la familia ( 6 )  especificando que kl puede tomar todos 10s valores 
reales except0 cero. Bajo esta hip6tesis podernos dividir la ecuaci6n (6) 

por kl , y si reemplazamos la constante por k  , ( 6 )  toma la forma k 1 

m l s  simple 
A I X +  B l y +  CI + k ( A z ~ +  B 2 y +  C Z )  = 0 ,  ( 9  

en donde el parlmetro k  puede tomar todos 10s valores reales. La 
ecuaci6n ( 9 )  representa entonces la familia de todas las rectas que 
pasan por la interseccihn de Ins rectns ( 4 )  y ( 5 ) ,  con la dnica excep- 
ci6n de la recta ( 5 )  . 

La importancia de la forma ( 9 )  est l  en que nos permit,e obtener 
la ecuaci6n de una recta que pasa por la intersecci6n de dos rectas 
dadas sin tener que buscar las coordenadas del punto de int,ersecci6n. 

I? 
Fig.  52 

Ejemplo 2. Hallar la  ecuacitrn de la recta de pendiente  - 3 y qur 1;::: 39r 

la intersecci6n de las rectas 4% + 2 y  - 13 = 0 y 3x - Ty -+ 3 = 0. 
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Soluci6n.  La familia de rectas que pasan por el pun to  de interseccidn de l as 
rectas dadas es t i  representada po r  la ecuacidn 

que puede escribirse en la forma general 

4 4- 3h c u y a  pendiente es - -. Como la pendiente de la recta buscada es igual 
2 - 7k 

a - 3, tendremos: - 4 = - 3, de donde 4 + 3k = 6 - 21k y k = Kz. 
2 - 7k 

Susti tuyendo este valor de k en (10).  tenemos, para ecuacidn de la recta 
buscada, 

- 17 5 1 1 7 x + - y - - = ~ ,  o s e a ,  3 x + y  - c , = o .  
4 12 4 

Esta recta es la que aparece de trazos en la figura 52. 

NOTA. Este ml todo de parimetros l o  usaremos tambiin m i s  adelante en 
conexidn con otras curvas, en donde sus ventajas y su simplicidad relativa serin 
a6n m i s  marcadas. 

E J E R C I C I O S .  Grupo  13 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. Escribir  la ecuacidn de la familia de rectas que son paralelas a la recta 
2x - 7y + 2 = 0. Dibujense tres elementos de la familia, especificando en cada 
caso el valor del  par imetro .  

2. Escribir la ecuacion de la familia de rectas que son perpendiculares a la 
recta 3x  + 2y - 7 = 0. Dibhjense tres elementos de la familia, especificando 
en cada caso el valor del parimetro.  

3. Escribir la ecuacidn de la familia de rectas tangentes a un  circulo cuyo 
centro es t i  en el origen y cuyo radio es igual a 4. Dibejense tres elementos de la 
familia, especificando en cada caso el valor del pardmetro. 

4. Establecer una propiedad cornen para todas las rectas de cada ona de las 
siguientes familias: 

5. Determinar el valor del par imetro  k de manera que la recta de la familia 
k x  - y + 8 = 0 que le corresponda pase por  el p u n t o  ( -  2, 4 ) .  Hallar la 
ecuacidn de la recta. 

6 .  Determinar el valor del parimetro k de manera que la recta de la familia 
3x - ky - 7 = 0 que le corresponda sea perpendicular a la recta 7x  +4y  - 11 = 0. 
Hallado el parimetro,  escribase la ecuacidn de la recta. 

7. Determinar el valor del pardmetro c para que la recta de la familia 
cx + 3y - 9 = 0 que le corresponda, determine sobre el eje X un segment0 
igual a - 4. Hallar la ecuacion de la recta. 
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8. Determinar el valor del parimetro k correspondiente a la recta de la 
familia 5x - 12y + k = 0 cuya distancia del origen es igual a 5. Teniendo el 
parimetro.  hillese la ecuaci6n de la recta. (Dos  soluciones.) 

9 .  La  ecuaci6n de una familia de rectas es 2x + 3y + k = 0. E l  producto 
de 10s segmentos que una recta de la familia determina aobre 10s ejescoordenados 
es 24. Hillese la ecuaci6n de la recta. (Dos  soluciones.) 

10. Usando el mi todo del par imetro ,  hallar  la ecuacion de la recta que pasa 
por  el pun to  (2, - 3) y es paralela a la recta 5x - y + 11 = 0. 

11. Por  el mhtodo del parimetro hallar la ecuaci6n de la recta que pasa por 
el punto  (2, - 1) y es perpendicular a la recta 7x - 9y + 8 = 0. 

12. La suma de 10s segmentos que una recta determina sobre 10s ejes coorde- 
nados es igual a 3. P o r  el mi todo del parimetro hallar la ecuacion de la recta 
sabiendo que contiene al punto  (2, 10).  (Dos  soluciones.) 

13. La diferencia de 10s segmentos que una recta determina sobre 10s ejes 
coordenados es igual a 1. P o r  el mi todo del parimetro hallar la ecuacidn de la 
recta si debe pasar por  el pun to  (6, - 4 ) .  (Dos  soluciones.) 

14. E l  producto de 10s segmentos que una recta determina sobre 10s ejes 
coordenados es igual a - 6. P o r  el mi todo  del par imetro  hallar la ecuaci6n de 
la recta si su pendiente es igual a 3. 

15. Una recta pasa por el punto  A ( -  6, 7 )  y forrna con 10s ejes coordena- 
dos un t r i ingulo  de 6rea igual a 10 x. Hallar su ecuacion. 

16. Una recta pasa por el pun to  A (2. +$) y forrna con 10s ejes coordenados 
un t r i ingulo  de perimetro igual a 12. Hallar su ecuaci6n. Compruhbese el 
resultado por o t ro  mbtodo. 

17. La distancia de una recta al origen es 3.  La recta pasa por el pun to  

(3 \/', - 3 ) .  Hallar su ecuaci6n. 
18 .  La suma de 10s segrnentos que una recta determina sobre 10s ejes coorde- 

nados es igual a 10. Hallar la ecuaci6n de la recta si forma con 10s ejes coor- 
denados un t r i i ngu lo  de irea 12. 

19 .  Una recta pasa por el origen y por la intersection de las rectas 
3x + 2y - 14 = 0 y x - 3y - 1 = 0. Hallar su ecuacibn, sin determinar el 
pun to  de intersecci6n. 

20. Una recta pasa por el pun to  A (- 2, 3 )  y por la intersecci6n de las 
rectas x + 5y + 2 = 0 y 3x + 4y - 5 = 0. Hallar su ecuaci6n sin determinar 
su pun to  de intersecci6n. 

21. Una recta pasa por la i n t e r s e c c i 6 n de las rectas de ecuaciones 
3x + 2y + 8 = 0 y 2x - 9y  - 5 = 0. Hallar su ecuaci6n sabiendo que es para- 
lela a la recta 6 x  - 2y + 11 = 0. 

22. Una recta pasa por la i n t e r s e c c i 6 n de las rectas de ecuaciones 
7% - 2y = 0 y 4x - y - 1 = 0 yes  perpendicular a la recta 3% + 8y - 19 = 0. 
Hallar su ecuaci6n. 

23. Hallar la ecuaci6n de la recta que pasa por la intersecci6n de las dos 
rectas 3x + y - 9 = 0, 4% - 3y + I = 0 y cuya distancia del origcn es 2. 

24. Hallar la ecuaci6n de la recta que pasa por la intersecci6n de las dos 
rectas 3x - 4y = 0. 2x  - 5y + 7 = 0 y forma con 10s ejes coordenados un 
t r i ingulo  de irea 8. 

25. Una recta pasa por el pun to  de intersecci6n de las rectas 2x  -3y - 5 = 0 
y x + 2 y  - 13 = 0 y el segment0 que deterrnina sobre el eje X es igual al doble 
de su pendiente. Hallar la ecuaci6n de dicha recta. 
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37. Resumen de resultados. En  el Articulo 12 se di6 un resu- 
men, en forma tabular, de 10s principales resultados obtenidos en el 
primer cai>itulo. Se recomienda a1 estudiante quc haga una tabla 
semejante en que aparezcan las caracteristicas y propiedades de la 
recta tal como se han presentado en este capitulo. 

El lector habr4 notado que muchoe problemas pueden resolversc 
por dos o mhs mCtodos diferentes. E s  una buena prhctica comprobar 
una soluci6n usando un metodo diferente. Los ejercicios del grupc, 14 
son problemas generales sobre la recta y se recomienda resolverlos por 
mris de un metodo en 10s casos en que esto sea posible. 

E J E R C I C I O S .  G r u p o  14 

D i b u j a r  una f i g u r a  pa ra  cada e je rc ic io .  

1. H a l l a r ,  p o r  tres m i t o d o s  diferentes ,  el i r e a  del  t r i i n g u l o  c u y o s  v i r t i ces  
s o n  A ( -  I ,  l ) ,  B ( 3 .  4 )  y  C ( 5 ,  - 1 ) .  

2. H a l l a r  el p u n t o  d e  intersecci6n d e  las bisectrices d e  10s i n g u l o s  in te r io res  
del t r i i n g u l o  del ejercicio 1. 

3. H a l l a r  la ecuaci6n de la  recta de E u l e r  pa ra  el t r i i n g u l o  del  ejercicio 1. 
(Viasc  el ejercicio 2 6  del  g r u p o  10, A r t .  30.) 

4 .  D e m o s t r a r  q u e  las medianas  del  t r i i n g u l o  del  ejercicio 1 l o  d iv iden  en  
seis t r i i n g u l o s  de igua l  area.  

5. U n a  recta pasa p o r  el p u n t o  de i  n  t  e  r  s  e  c  c  i  6  n de las d o s  rectas 
2 x  + 3y  + 1 = 0 y 3 x  - 5y + I 1  = 0 y t a m b i i n  p o r  la in te r se rc i6n  de las rec- 
tas  x - 3y + 7 = 0 ,  4x + y - I1 = 0. Hi l l e se  la ecuaci6n de la recta s i n  de te r -  
m i n a r  10s p u n t o s  d e  intersecci6n.  C o m p r u i b e s e  el  r esu l t ado  h a l l a n d o  10s p u n t o s  

d t e r s e c c i " .  
. D e m o s t r a r ,  ana l i t i camente ,  q u e  las bisectrices de 10s d o s  a n g u l o s  s u p l e -  

menta r ios  f o r m a d o s  p o r  d o s  rectas cualesquiera q u e  se c o r t a n ,  s o n  perpend icu-  
Iares entre  si. 

7 .  L a  ecuacion (2) del  A r t i c u l o  36  para  la fami l i a  de rectas q u e  pasan p o r  
el p u n t o  (2. 3 )  n o  inc luye  a  la recta x = .2 .  O b t i n g a s e  o t r a  f o r m a  de la ecua-  
c i6n  de la misma fami l i a ,  q u e  s i  inc luya  a  la  recta x = 2. 

8. L a  base d e  u n  t r i i n g u l o  t iene una  pos ic i6n  f i j a ,  y  su l o n g i t u d  es cons-  
t an te  e  igua l  a  a. L a  diferencia  de 10s cuadrados  de las long i tudes  de 10s o t r o s  
d o s  Iados es cons tan te  e  igua l  a  b 2 .  Demuis t rese  q u e  el lugar  geomi t r i co  del  v i r -  
tice es u n a  l inea recta. 

9. L a s  ecuaciones de tres rectas s o n  

S i  exis ten tres cons tan tes ,  diferentes  de cero,  k,, kz y ks, tales q u e  la 
ecuacion 

se verifica pa ra  t o d o s  10s valores  de x y y ,  demnistrese q u e  las tres rectas s o n  
concur ren tes .  
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24. Demostrar que el irea del triiogulo formado por el eje Y y las rectas 
v = m l x  + bl  y y = m z x  + ba esti  dada por 

25. Si ml ,  mr y ma son difereotes, demostrar quo una coodici6n necesaria 
y soficiente para quo las tres recta8 y = mix + bl .  q = m2x + ba y y = m s x +  ba 
Sean concurrentes es 



CAPITULO 1V 

ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA 

38. Introduction. DespuCs de la recta, la lfnea mfis familiar a1 
estudiante es !a circunferencia, pues la conoce desde sus prirneros 
estudios de Geometria elemental. En  el Artfculo 22 hemos conside- 
rado la circunferencia coino un ejemplo especffico de lugar geom6trico. 
En este capltulo haremos un estudio detallado de la ecuacidn de la 
circunferencia y deduciremos algunas de sus propiedades especiales. 

39. Ecuacibn de la circunferencia; forma ordinaria. La ecuacidn 
de la circunferencia se obtendrfi a partir de la siguiente 

DEFINICI~N. circunferencia es el lugar geom6trico de un punto 
que se mueve en un plano de tal manera que se conserva siempre a unn 
distancia constante de un punto fijo de ese plano. 

El punto fijo se llama centro de la circunferencia, y la distancia 
constante se llama radio. 

TEOREMA 1. La circunferencia cuuo centro es el punto (h  , k )  g 
C U ~ O  radio es la constante r , tiene por ecuacidn 

DEMOSTRACI~N. Sea P ( x ,  y )  (fig. 53) un punto cualquiera de 
la circunferencia de centro C ( h  , k )  y radio r .  Entonces, por defini- 
ci6n de circunferencia, el punto P debe satisfacer la condici6n geo- 
mBtrica 

) C P I = r ,  ( 1 )  

la cunl , por el tcorema 2 del Artfculo 6 ,  est6 exprcsada , analftica- 
mente , por la ecunci6n 

d ( x  - h)' + (2 / - -k12  = 7 ,  

de donde , 
( x  - h)=  + (y - k)' = 9. ( 2 )  
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Recfprocamente, sea P I  (XI , y l )  iin punto cualquiera crlyns coor- 
denadas satisfacen la ecuaci6n ( 2 )  , de manera quc se verifica la 
igualdnd 

(21 - h ) 2  + (yl - k ) 2  = r 2 .  

De aqui se deduce, extrayendo la raiz cuadradn , 

que es 1 : ~  expresi6n annlitica de la condici6n gcom6tl.ica ( 1 ) aplicnda 
a1 punto PI. Por tanto,  demostrados 10s teoremas direct0 y reci- 
proco , resul ta que ( 2 )  es la ecuaci6n buscada . 

F i g .  53 

Para eI caso particylar en que el centro C esth cn el 01-igen , 
h = k = 0, y tenemos : 

COI~OLARIO . La circunferencia de centro en el origen y radio r tiene 
por ecuaci6n 

x2 + y 2  = r2 .  ( 3 )  

NOTAS. 1. L a  ecuacion ( 2 )  se conoce como la ecuacidn ord inar ia  o forrna 
ord inar ia  de la ecuaci6n de una circunferencia. E n  general, designarcmos como 
forma ordinaria aquella ecuaci6n de una curva que  nos permita obtener mas 
rapida y fdcilmente sus  caracteristicas impor tan tes .  Asi ,  p o r  ejemplo.  en  el 
caso de la ecuac i in  (2) podemos obtener,  inmediatamente,  las coordenadas del 
cen t ro  y el radio.  

2. E l  t ipo  mds simp!e de la ecuaci6n ord inar ia  d e  una  curva se denomina 
frecuentemente f o r m a  candnica. P o r  t a n t o ,  la ecuaci6n (3) es la f o r m a  cano- 
aica de la ecuaci6n de una  circunferencia.  
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Par el tmrema 1 ohservamo~ que,  si se conocen las coordenadas 
de! centro y la longitud del radio, la ecuacilin puede escribirse inme- 
diataincnte. Estc wgiere un mCtodo para obtener la ecuacilin de una 
circunferencia en cualquier problema dado ; todo lo que se necesita es 
obtener la4 coordenadas del centro y la longitud del radio a partir de 
Ins condiciones dadas. La construcci6n de una circunferencia , en 
Geometria elemental, implica la determina,ci6n del centro y el radio ; 
el ln6todo alli empleado, aunque no siempre es el m&s corto , puede 
usarse para obtener en Geometria rtnalftica la ecuacidn de una circun- 
ferencia . 

Ejemplo. Hal la r  la ecuaci6n de la circunferencia  ~ i r ~ u n s c t i t a  :l t r i i n g u l o  
cuyos vertices son  ( -  1. 1 ) .  P z ( 3 ,  5 )  y  P 3 ( 5 ,  - 3 ) .  

Y' 

F i g ,  54 

S o l u c i 6 n .  L a  cc,nstruccion de la circunferencia  q u e  pasa p o r  10s t res  p u n t o s  
dados es u n  p rob lema conoc ido  de l a  G e o m e t r i a  elemental .  E l  m e t o d o  consis te  
en c o n s t r u i r  las mediatr ices  l I  y 12, respect ivamente,  de d o s  cualesquiera d e  
10s lados,  d igamos  P I P z  y P z P a  ( f ig .  54). L a  interseccibn C de 11 y 12 es 
el cen t ro  y la dis tancia  de C a u n o  cualquiera de 10s p u n t o s  P I .  P z .  P3 es el 
r ~ d i o .  A h o r a  determinarernos la ecuacibn d e  la c i rcunfe r tnc ia  s igu iendo  este 
mismo m i t o d o  anal i t icamente.  

P o r  10s mhtodos  del C a p i t u l o  111, se puede demos t ra r  r ap idamente  q u e  las 
ecuaciones de las  meJiatr ices  11 y 12 son  x + y - 4 y x - 4y = 0, respectiva- 

1 0 mente. L a  so luc i6n  c o m u n  de estas d o s  ecuaciones es x = -. 
5 

y = d e  ma- 

nera q u e  las coordenadas del cen t ro  C son  (+. $). 
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P o r  el teorema 2  del  A r t i c u l o  6 ,  el r ad io  esta  d a d o  p o r  

P o r  t a n t o ,  p o r  el  teorema 1  a n t e r i o r ,  la ecuaci6n buscada es 

Se recornienda al  e s tud ian te  q u e  ver i f ique  el h e c l ~ o  d e  q u e  las coordenadas de 
10s p u n t o s  P I ,  Pa y Pa  sat isfacen la  ecuaci6n ha l l ada  de la circunferencia .  

E JERCICIOS. Grupo 15 

D i b u j a r  una  f i g u r a  para cada ejercicio 

1. Escr ib i r  la ecuaci6n de la  circunferencia  de cen t ro  C ( -  3 .  - 7 )  y  
r a d i o  7. 

2. L o s  ex t remos  de u n  d i a m e t r o  de u n a  circunferencia  son  10s p u n t o s  
A  (2. 3 )  y  B (- 4.  5 ) .  H a l l a r  la  ecuaci6n de la curva.  

3. H a l l a r  la  ecuaci6n de la circunferencia  cuyo  cen t ro  es el p u n t o  C  ( 7 .  - 6 )  
y  que  pasa p o r  el  p u n t o  A  (2. 2 ) .  

4. H a l l a r  la  ecuacion de la  circunferencia  de cen t ro  C ( 2 ,  - 4 )  y  que  es 
t angen te  a l  eje Y. 

5. U n a  circunferencia  t iene su  c e n t r o  en el p u q t o  C ( 0 .  - 2) y  es t angen te  
a  la  recta 5x - 12y + 2 = 0. H a l l a r  su ecuacibn.  

6 .  H a l l a r  la ecuaci6n de la circunferencia  c u y o  cen t ro  ese l  p u n t o  ( - 4 .  - I )  
y  q u e  es t angen te  a  la recta 3x + 2y - I2 = 0 .  

7. L a  ecuacion de u n a  circunferencia  cs ( x  - 3)2 + ( y  + 4 )  a = 3 6 .  
Delnos t ra r  q u e  el p u n t o  A ( 2 .  - 5 )  es i n t c r i o r  a  la c ircunferencia  y  q u e  el 
p u n t o  B (- 4 ,  1)  es  e x t e r i o r .  

8. Hal la r  la  ecuaci6n de la circunferencia  de r a d i o  5  y  c u y o  cen t ro  es cl 
p u n t o  dc intersecci6n de las rcctas  3x - 2 y  - 24 = 0 .  2x + 71, + 0 = 0. 

9. Hal la r  l a  ecuacion de la circunferencia  q u e  pasa p o r  el p u n t o  A ( 7 ,  - 5 )  
y  cuyo  cen t ro  es el p u n t o  d e  interseccion d e  las rcctas 7 x  - 9 y  - 10 = O y  
2 s  - 5y + 2 = 0 .  

10. U n a  cuerda de la circunferencia  x 2  + y 2  = 25 e s t i  sobre  la recta cuya  
ecuaci6n es x - 7y + 25 = 0 .  Hallese la  l o n g i t u d  de la  cuerda.  

11. Hal la r  la  ecuacion de la  rnediatr iz  de la  cuerda del e jcrcicio 10, y  demos-  
t r a r  q u e  pasa por  el  cen t ro  de la circunfcrencia .  

L o s  ejercicios 12-16 se refieren a l  t r i i n g u l o  cuyos  vfr t ices  s o n  A  (- 1,  Q), 
B (2. %) y  C  ( 5 .  0 ) .  

12. Hal la r  la ecuacion de la circunferencia  cuyo  cen t ro  es el vJrtice A y  q u e  
es t angen te  a1 l ado  B C .  

13. H a l l a r  la ecuaci6n de la circunferencia  circunscri ta  a l  t r i a n g u l o .  
14. Hal la r  la ecuacion d e  la circunferencia  inscr i ta  a l  t r i i n g u l o .  
15. H a l l a r  la ecuacion de la circunferencia  q u e  pasa p o r  lox p u n t o s  mcdios  

de 10s lados del t r i angu lo .  
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16. Demostrar que la circunferencia del ejercicio IS pasa po r  lor pies de las 
a l turar  del tr i ingulo.  

17. Hallar la ecuaci6n de la circunferencia cuyo centro es t i  sobre el eje X y 

que asa po r  10s dos puntos  A (1, 3) y B (4. 6 ) .  
18. Hallar la ecuacibn de la circunferencia cuyo centro es t i  sobre el eje Y y 

quQa po r  10s puntos  A (2, I )  y B (6, - 4 ) .  
Una circunferencia pasa po r  lor puntos  A (- 3. 3) y B ( 1 .  4 )  y 8u 

esta sobre la recta 3x  - 2y - 23 = 0. Hillere su ecuaci6n. 
Las ecuaciones de 10s lados de un tr iangulo son 9x + 2~ + 13 = 0, 
- 47 = 0 y x - y - 1 = 0. Hallar la ecuaci6n de la circunferencia 

c i r y y c c i t a .  
21 La ecuaci6n de una circunferencia es xa + ya = 50 E l  pun to  medio do 

u n z u e r d a  de esta circunferencia es el p u n t o  (- 2. 4 ) .  Hallar la ecuaci6n de la 
cuer a. 

2. La ecuaci6n de una circunferencia es ( x  - 4) 1 + (y - 3) = 20. 
Hal r la ecuaci6n de la tangente a este circulo en el p u n t o  (6. 7 ) .  2 La ecuaci6n de una circunferencia es ( x  + 2 ) a + ( y  - 3) - 5. 
~ a l G  la ecuaci6n de la tangente a la circunferencia que pasa por  el p u n t o  
(3  3 ) .  (Dos  soluciones.) 
@ Hallar la rcuaci6n de la circunferencia que pasa po r  el p u n t o  A (7. -9) 

y es tangente a la recta x - y - 4 = 0 en el p u n t o  B (3. - I ) .  
25. Hallar la ecuaci6n de la circunferencia cuyo centro es t i  sobre la recta 

6% + 7y - 16 = 0 y es tangente a cada una de las rectas 8x  + lSy + 7 = 0 y 
3x - 4y - 18 = 0.' (Dos  soluciones. 1 

40. Forma general de la ecuacidn de la  circunferencia. Si des- 
arrollamos la ecuaci6n ordinaria 

lo c u d  puede cscrihirsc en 1s forma 

x2 + y2+Dx+ Ey+ F = 0 ,  
en tloncle 

L ) =  - 2 h ,  E = - 2 k  y P =  h z + k 2 - ~ Z .  

Sr tlcduce, por lo tant,o, que la ecuaci6n de unn circunferencia 
cualcluier:~ puctle cscribirsc en 1:~ forms (2) , llalnada jorma general de 
la ecuacitin de la circunfereilciu. El problenla que se presenta ahors 
es averiguar s i ,  reciprocamentc, toda ecuaci6n de la forma gene- 
r:tl ( 2 )  represents uns circunferencia . Para contestar esta pregunta , 
pasarelnos de la forn~s  ( 2 )  s la forma ( 1 ) emplrando el mdtodo dc 
conipletar cuadrados . Ordenando 10s tCrminos de ( 2)  , results 

( z ' f  D x )  + (y2 + Ey) = - F ;  
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D 2  E2 
y sumando - + q a umbos miembros , obtenemos 

4 

de donde, 

Comparando las ecuaciones ( 1 ) y ( 3  ) , vemos que dependc del valor 
del segundo miembro de ( 3  j el que ( 3 ) represente o no una circunfe - 
rencia . Hay tres casos posibles por considerar : 

a )  Si L> + E - 4F > 0 , la ecuaci6n (3) representa una cir- 

cunferencia de centro en el punto (- - E )  y radio igaal a 2 '  2 

M v' D y  + E L  4 F .  

b )  Si D 2  + E2 - 4F = 0 ,  la ecuaciiin ( 3 )  se dice, con frecuen- 
cia ,  que representa una circunferencin dc radio cero ; se dice tambib11 
que es un circulo punto o circulo nulo. Desde nuestro punto de vista,  
sin embargo, la ecuaci6n ( 3 )  represcnta un solo punto dr  coorde- 

D 
nadas (- a5, -6) 2 .  

c) Si D  + E - 4F < 0 ,  la ecuacidn ( 3  ) se dice que representa 
un circulo imaginario. E n  nuestra Geometrln real, sin embargo, itl 

ccuacidn ( 3 )  710 representa , en este cam,  un lugar geomktrico. 
Aunrlrie el caso ( b )  puede considerarse corno un caso l i r i ~ i t ~  tlel 

caso ( a ) ,  en adelante considerare~nos clue una ecuncidn repl.csenl,:~ 
una circunferencia solamentc en el caso ( a ) .  Por tanto , tenenios el 
siguiente 

TEORICMA 2 .  La eczbacidn x2 + y +  Dx + E y  + k: = 0 re:)rcsenta 
una circwnjerencia de radio dijerente de cero, aolamente s i  

Las coordenr,das del centro sor , e:donces, ( - , - f )  y el radio 

NOTA. S i  se da la ecuacion de una circunferencia en  la forma general, se 
aconseja al estudiante que n o  proceda mecanicamente, usando las f6rmulas  
dadas en  el teotema 2.  para obtener el centro y el radio.  En vez  de es to ,  es c o n -  
v e n i e n t ~  que reduzca la ecuacidn a la forma ordinaria por  el m i t o d o  de comple -  
tar cuadrados, tal corno se hi70 en  la deduccion del teorerna misrno. 
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Ejemplo. R e d u c i r  las  tres ecuaciones s igu ien tes  a  la f o r m a  ord inar ia  de la 
ccuaci6n de la circunferencia .  Si la ecua:ion representa una  c i rcunfe renc ia ,  
h i l l ense  s u  cen t ro  y  s u  r a d i o .  

SoluciBn. a )  P r i m e r o  d i v i d i m o s  la ecuacion p o r  2, coeficiente de x ' .  y 
pdsamos el t i r m i n o  independien te  a1 segundo  miembro .  E s t o  nos  d a ,  d e s p u i s  
de vo lver  a  o r d e n a r  10s t i r m i n o s .  

P ~ r a  comple ta r  los  cuadrados ,  s u m a m o s  el c u a d r ~ d o  de la m i t a d  dcl  coeIiciente  
de x  y  el cuadrado  de la m i t a d  d41 coeficiente de y a  ambos  miembros .  E s t o  
n o s  d a  

q u e  puede escr ibirse  en la f o r m a  

1;or t a n t o ,  12 ecuacidn dada representa u n a  c i rcunf<renc ia  c u y o  c c n t r o  es 
5 (r. - t)  y c u y o  rad io  es 4. 

b )  D i v i d i e n d o  la e:uacion p o r  36, t r a spon iendo  el tGrmino independien te .  
y  vo lv iendo  a  o rdenar  10s t i r m i n o s .  ob tenemos  

Comp!e tando  10s cuadrados ,  resul t3 

d e  d o n d e ,  

P o r  t a n t o ,  el lugar  geomi t r i co  dc I J  c cua i ibn  ( b )  cs el p u n t o  un ico  

i) O r d e n a n d o  10s t i r m i n o s  y c o m p l e t a n d o  10s cuadrados ,  ob tenemos  

( x 2  - 8 x  + 16) + ( y 2  + b y  + 9 )  = - 29 + 16 + 9,  
de d o n d e .  

(X - 4 ) ' + ( y  + 3 ) ' =  -1. 

P o r  t a n t o ,  la ecuacion (c )  n o  representa ningicn 1ugar .geomi t r i co  real .  
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41. Determinacion de una circunferencia sujeta a tres condicioncs 
dadas. En In ecuncicin ordinaria de 13 circunferanci:~ (.4rt. 39) , 

(x- h ) 2  + ( y  - k ) 2  = r 2 ,  (1) 

hay tres const.antes nrbitrarias independientes, h , k  y r .  De man'era 
scincjante , en la ecuacidn general (Art. 4 0 )  , 

hay tres constantes arbitrarias independientes , D , E y F. Como la 
ecuaciJn de toda circunferencia puede escribirse en cualquiera de Ins 
dos formas ( 1) o ( 2  , la ecuaci6n de cualquier circunferencia psr- 
titular puede obtenerse determinando lo:.. v:~lor2s de tres c o n s h n t c ~ .  
Esto requiere tres ecuuciones independientes , que pueden obtenerae a 
partir dc tres condiciones independientes. Por. tsnto , nnaltticamente, 
la ec7cacidn de una circunjerencia se determina complclamentc por tres 
condicion~s independientes . Geomdtricamcnte , u n a circunferencia 
quciln, t,ambi6n, pe~.fectarnento determinada por tres condicioncs 
indcpcndicntes ; asi , por ejemplo , queda determinsda par tres CUP- 

lcsquiera de sus puntos. El  estudiant? debe comparar estas obsxva- 
ciones con la. discusi6n an&loga que sobre In recta dimos en el Artfcu- 
lo 29. Vemos , por lo tanto, que sdemjs del mCtodo estudiado en el 
Articulo 39 tenemos ahors otro metodo para det~rminar  la ecus.ci6n 
de una circunferencia . 

Ejemplo 1. D e t e r m i n a r  la ecuac ion ,  c e n t r o  y r a d i o  d e  la c i r cun lz renc ia  
q u e  pasa p o r  10s t r e s  p u n t o s  A ( -  I .  I ) .  B (1. 5) y C(5, - 3 ) .  

Solucidn. E s t e  p r o b l e m a  es i d i n t i c o  a l  e j e m p l o  d a d o  e n  e l  A r t i c u l o  39. 
S u p o n g a r n o s  q u e  la ecuac ion  buscad1  es ,  en l a  f o r m a  gene ra l .  

en d o n d e  Ids c o n s t a n t e s  D. E y I; deben  ser d c t e r a ~ i n a d a s .  
C o m o  10s t r e s  p u n t o s  d a d o s  e s t an  s o b r e  la c i r cunfe renc ia ,  s u s  coordenadas  

deben  sat isfacer  la ecuac i6n  ( 2 ) .  Dr a c u e r d o  c o n  es to .  t e n e m o s  l a r  t r e s  ecuacio-  
ncs s igu ien tes  c o r r e s p o n d i e n d o  a  10s p u n t o s  d a d o s :  

q u e  pueden  escr ibirse  r n i s  a b r e v i a l a m e n t c  a s i :  
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L a  solucidn de este sistema de tres ecuaciones n o s  da 

3' 8 34 D = - L ,  E = - -  I : = - - .  
5 5 ' 5 

de manera q u e  s u s t i t u y e n d o  estos  valorer  en ( 2 ) .  obtenemos  

0 SCJ, 
5x2 + 5ya - 32x - 8 y  - 34 = 0 

c o m o  ecuacidn de la circunferencia  buscada. 
E l  cen t ro  y el r ad io  d e  ob t ienen  reduciendo la J l t i m a  ccuacidn a  la f o r l n ~  . 

ord inar ia  
4 2 442 

( x -  f ) 2 + ( y - 5 )  =TO 

de d o n d e  el cen t ro  es (T. $) y  el r ad io  es 1 dm. 
5 

Ejemplo 2.  I l a l l a r  la  e  c  u  a c  i o  n  , cen t ro  y  rad io  de la circunferencia  
q u e  pasa p o t  10s p u n t o s  (6. 2 ) .  (8. 0 )  y c u y o  cen t ro  e s l i  sob te  la recta 
3% + 7y + ? = 0. 

Y 

Solucibn. S u p o n g a m o s  q u e  la ecuaci6n buscada,  en la  f o ~ m a  ord inar ia ,  es 

C o m o  el cen t ro  ( h ,  / r )  c s t i  sobre la recta 3x + 7~ + 2  = 0. s u s  coordrnadas  
satisfacen la rcuacion de 1a recta, y  tencmos 
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T a m b i > n ,  c o m o  10s p u n t o s  ( 6 ,  2 )  y ( 8 ,  0 )  e s t i n  sobre  la c i r cunfe renc ia ,  s u s  
coordenadas  deben  sat isfacer  la ecuac i6n  ( I ) .  P o r  t a n t o ,  t enemos  las  d o s  
ecuaciones  

( 6 - 1 1 ) ~ + ( 3 _ - 1 ) ~ =  r ? ,  (4) 

1.a so luc i6n  de l  s i s t t m a  f o r m a d o  p o r  Ias t res  ecuaciones  ( 3 ) ,  ( 4 )  y ( 5 )  c o n  , a s  

t res  i n c o g n i t a s  h ,  1; y r d a  

P o r  t a n t o ,  l a  ecuac ion  b u s c ~ d a  es 

( x  - 4 )  2 + ( y  + 2 )  2 = 20. 

E l  c e n t r o  es el p u n t o  (1. - 2 )  y el r a d i o  es 2  d5.  L a  g r i f i c a  a p a r r c r  e n  la 
f i g u r a  55. 

Cn el Articulo 35 obtuvimos la ecuaci6n de 1s recta quc pasa por 
dos ~ u n t o s  dados diferentes en forma de determinante . Por un arm- 
menio eemejante, podcmos obtener la ec1taci6n de !a' ci-a 
i u e  pasa por tres puntos dados , no colinealcs , P~(xl, yl  ) , Pz(x-, y z )  
y P3(r3, y3) , en forms de determinante. El resultado est i  dado por el 

TEOREMA 3 .  L a  ecuacibn de la circunferencia que p l s n  pol. tres 
puntos dados n o  colineales PI (XI , y ~ )  , P? (sa , yz) y Pa (xa , ya) 
riene c!a.la por el deferminante 

N O I A .  E s t a  f o r m a  cs i ~ t i l  pa ra  d c t e r m i n a r  si c u a t r o  p u n t o s  d a d u s  c s t i n  o 
n o  sobre  una  c i r cunfe renc ia .  S e  dice q u e  ta lcs  p u n t o s  s o n  conc i r l i cos .  

EJERCICIOS. Grupo 16 

Ll ibu ja r  u n a  f i g u r a  pa ra  cada e j e r c i i i o .  

E n  cada u n o  d e  10s e jercic ios  1-3,  - r educ iendo  la ecuacion d a d a  a  la f o r m a  
o r d i n a r i a ,  d e t e r m i n a r  s i  representa  o  n o  u n a  c i r cunfe renc ia .  S i  l a ,  respuesta  es 
a f i r m a t i v a ,  h a l l a r  s u  c e n t r o  y s u  r ad io .  

1.  2 ~ ' + 2 ~ 2 - 6 x + l O y + 7 = 0 .  
2 .  4x2 + 4y7 + 28x - 8y + 53  = 0 .  
3. 16x2 + lby? - 64x + 8y + 177 = 0 .  
4 .  H a l l a r  el area de l  c i r c u l o  c u y a  e c u a c i j n  es 

Oxa + Q"2 + 72x - 13y + 103 = 0. 
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5. H a l l a r  la l o n g i t u d  de la  circunferencia  cuya ecuaci6n es 

6 .  Demost ra r  q u e  las circunfdrencias 4 x 2  + d y a  - I6x  $. 12y + 13 = 0  y  
12x2 + 12y2 - 45x + 36y + 55 = 0  s o n  concentr icas .  

7. D e  m o  s  t  r  a  r  q u e  las circunfzrencias  x Z  + y2 + 4 x  + 6y  - 23 = 0  y  
x2 + y2  -- 8 x  - I O J  + 2Y = 0  son  tangentes .  

8 .  D e m s s t r a r ,  p o r  dos  me' todos,  q u e  las c i r c u n t e r ~ n c i a s  

n o  se cor tan .  

E n  cada u n o  clz 10s ejzrcicios 9-11, dztcr .ninar  la ecuaci6n.  cen t ro  y  rad io  de 
la circunferencia  q u e  pasa p o r  10s tres p u n t o s  dadon,  usando  el metodo  del  e jem-  
p l o  I .  A r t i c u l o  41. 

9 .  (0. 0 )  , 3 6 (7,  0 ) .  
1 0 .  (2,  - 2 ) .  ( -  I ,  4 ) ,  (4 ,  6 ) .  
11. 4  - I )  (0. - 7 ) .  ( -  2, - 3 ) .  
1 2 .  Resolver  el ejercicio 9 p o t  el m i t o d o  del c j2mplo  del  A r t i c u l o  39. 
1 3 .  Resolver  el ejercicio 10 p o t  el m i t o d o  del e jemplo  2, A r t i c u l o  41. 
1 4 .  Resolver  el ejzrcicio 11 usando  el de te rminan te  dcl teorema 3 ,  A r -  

t i c u l o  41. 
15. P o r  medio  del  teorema 3, A r t i c u l o  41, d e m o s t r a r  q u e  10s c u a t r o  p u n -  

t o s  ( -  1, - I ) ,  (2 ,  a ) ,  (5, 7 ) .  (7 ,  3) s o n  concicl icos.  
16. Reso lver  el ejercicio I5 ha l l ando  la ecuaci6n de la  circunferencia  q u e  

pasa p o t  tres cualesquiera de 10s p u n t a s  y d e m o s t r a n d o  despuds q u e  las coorde-  
nadzs del c u a r t o  p u n t o  satisfacen esta ecuaci6n.  

1 7 .  Las  ecuaciones de d o s  circunferenclas  diferentes  s o n  

H a l l a r  las condiciones que  deben satisfacer 10s coeficientes para q u e  Sean con ien-  
t r icas .  

1 8 .  L a  ecuaci6n de una  c i rcunfe re l~c ia  es 4x1 + 4 y Z  - 1bx + 20y + 25 = 0 .  
H a l l a r  la ecuaci6n d e  la circunferencia  conc in t r i ca  q u e  es t angen te  a  la recta 
5 x  - 12y = 1. 

19 .  H a l l a r  la ecuaci6n de la t angen te  a  la c i r c ~ n f e r e n c i a  

en  el p u n t o  (4,  5 ) .  
20. H a l l a r  la  ecu lc i6n  d e  la recta q u e  pasa p o r  el  p u n t o  (11, 4 )  y  es 

tangente a  la c ircunferencia  ra + y2 - 8 x  - by = 0.  ( D o s  so luc iones . )  
21.  Ha l la r  la  e  c  u  a  c  i  6  n  d e  la circunferencia  q u e  pasa p o r  10s p u n t o s  

( -  1, - 4 ) .  (2, - 1 )  y  c u y o  c e n t r o  e s t i  sobre la  recta 4 x  + 7y  + 5 = 0. 
22. U n a  circunferencia de rad io  5 es t angen te  a  la  recta 3 x  - 4y - I  = 0 en  

el p u n t o  (3 .  2 ) .  Ha l la r  su ecuaci6n.  ( D o s  soluciones.)  

23. U n a  circunferencia  de r a d i o  d% es t angen te  a  la  c ircunferencia  

e n  el  p u n t o  (6, 5 ) .  H a l l a r  s u  ecuaei6n. ( D o s  soluciones.)  
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21. Hal la r  la ecuaci6n de la circunferencia  q u e  pasa p o r  el p u n t o  ( 1 .  4 )  y 
es t a n g e n t  e  a  la c ircunferencia  x a  + ya + 6 x  + 2y + 5 = 0 en  el p u n t o  
( -  2, I ) .  

25. H a l l a r  la ecuaci6n de la circunferencia  q u e  pasa p o r  el p u n t o  (5.  9 )  y 
es t angen te  a  la recta x + 2y - 3 = 0 en  el p u n t o  ( I .  I ) .  

26. U n a  circunferrncia  de rad io  5 pasa p o r  10s p u n t o s  (0. 2 ) .  (7 ,  3 ) .  
Hallese su ecuaci6n.  ( D o s  so luc iones . )  

27.  D e m o s t r a r ,  ana l i t i camente ,  q u e  cua lqu ie r  recta q u e  pasa p o r  el p u n t o  
( -  I .  5) n o  puede ser t angen te  a  la c ircunferencia  x 2 +  y Z +  4 x  - 6 y  + 6 = 0. 
In te rpre ta r  el resul tado geomi t r i camente .  

28. Hal la r  la ecuaci6n de la  circunferencia  c u y o  c e n t r o  e s t i  sobre la recta 
7 x  - 2y - I = 0 y q u e  es t angen te  a  cada una  d e  Ias rectas 5 x  - 12y + 5 = O y 
4 x  + 3y  - 3 = 0.  ( D o s  s o l u c i o n e s . )  

29. H a l l a r  la ecuacion de la circunferencia  inscr i ta  e n  el t r i i n g u l o  cuyos  
l ados  s o n  4 x  - 3y = 0. 4 x  + 3y - 8 = 0, y = 0. 

U n a  circunferencia  q u e  es t angen te  a  u n  l a d o  de u n  t r i i n g u l s  y a  l a s  
ongaciones de 10s o t r o s  d o s  l ados  se l l ama  ex insc r i ra  al t r i i n g u l o .  H a l l a r  e 

las ecuaciones de las tres circunferencias  ex insc r i t a s  al t r i i n g u l o  del e jercicio 29. 
( V i a s e  el ejercicio 16 del g r u p o  12.)  

31. Determinar  el va lo r  de la cons tan te  k par3 q u e  la recta 2 x  + 3y + 1. = 0 
sea tangente a  la  c ircunferencia  x a  + yz  + 6 x  + 4 y  = 0.  

32. H a l l a r  las  ecuaciones de las  rectas q u c  t ienen de pendiente  5 y s o n  t a n -  
gentes  a  la c ircunferzncia  x 2  + y! ' 8.r + 2 y  - 9 = 0.  

33. Desde el p u n t o  A ( -  2. - I )  se t r aza  una  tangente a  la  c ircunferencia  
xa  + y2 - 6 x  - 4y - 3 = 0. Si B es el  p u n t o  de con tac to ,  ha l l a r  la l o n g i t u d  
del  segment0  AB.  

34. H a l l a r  la ecuaci6n de la circunferencia  q u e  pasa p o r  el p u n t o  (6,  1 )  y 
es t angen te  a  cada una de las rectas 4 x  - 3y + 6 = 0 ,  12x + 5y - 2 = 0. ( D s s  
soluciones.  ) 

35. Hal la r  la  ecuaci6n de la circunferencia  q u c  p a s a  p o r  10s p u n t o s  
( -  3 .  - I )  y (5. 3 )  y es t angen te  a  la recta x + 2y - 13 = 0. ( D o s  s o l u -  
ciones.  ) 

42. Familias de circunferencias. Ahora consideraremos farnilias 
o haces de circunferencias de la misma manera que en el Articulo 36 
consideramos faniilias de rectas. En el Articulo 41 demostramos que 
una circunferencia y su ecuaci6n se determinan cada una por tres 
condiciones independientes . Una circunfererencia que satisface menos 
de tres condiciones independientes no es , por lo tanto, dnicct . La 
ecuaciGn de una circunferencia que sattisface solamente a dos condicio- 
nes , contiene una constante arbitraria llamada pardmelro . Se dice 
entonces que tal ecuaci6n representa una jamilia de circunferencias de 
un pardmelro . Por ejemplo , la familia de todas las circunferencias 
concCnt,ricas cuyo centro comdn es el punto (1, 2) tiene pol. ecuacilin 

en donde el partimetro k es cualquier ndmero positivo 
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Consideremos ahora el caso importante de la familia de curvas 
que pasan por las intersecciones de dos circunferencias dadas. Sean 
C1 y CP dos circunfcrcncias diferentes dadas cualesquiera , cuy:ls 
ecunciones son 

Cz: z 2 + g 2 + D i ~ + E ~ z y + F ~ = 0 .  ( 2 )  

1)e ( 1 ) y ( 2) se deduce la ecuncitin 

en donde el parhmelro I,. puede tomar todos 10s valores reales. Su- 
pongamos que 10s cfrculos CI y C2 se cortan en dos puntos distintos 
PI (XI , y l )  y Pz (a , yz) . Como las coordenadas ( a ,  y l )  de PI sa- 
tisfacen ambas ecuaciones ( 1 ) y (2)  , tambidn satisfacen a la ecua- 
ci6n ( 3 ) ,  y Bsta se reduce entonces a la forma 0 + X:. 0 = 0 ,  que es 
verdadern para todos 10s valores de L. Anblogamente , las coordena- 
das (22, y2) de Pn que satisfacen ambas ecuaciones ( 1 )  y ( 2 )  satis- 
facen tambi6n a la ecunciGn ( 3 )  pap? &dos 10s valores de t .  Por 
tanto, la ecuaci6n ( 3 )  representa a amilia de curvas que pasnn 

cion (3)  en la forma 

v+ por las dos intersecciones de las circun erencias CI y Cz. Para deter- 
minar la naturaleza de las curvas de esta familia, escribimos la ecua- 

Si I: = - 1 ,  la ecuaci6n ( 4 )  se reduce a una de primer grado y, pol. 
lo tanto, reprcsenta una linen recta. Pero , para cualquier otro valor 
de k ,  la ecuaci6n ( 4 )  representa una circunferencia de acuerdo con 
el teorema 2 del A~*ticulo 40. ISn particular, para lc = 0, la ecua- 
ci6n ( 4 )  se reduce a la ecuaciGn CI . 

La ecuacidn (3)  es particularmente dtii para obtener la ecuaci611 
de una curva que pasa por Ins intelssecciones de las circunferencias 
dadas, ya que entonces no es necesario determinar las coordenadtls de 
10s pun tos de intersecci6n . 

Ejemplo. Las ecuaciones de d o s  circunferencias son  

Hallar la ecuaci6n de la circunferencia Ca que pasa por  las intersecciones de 
Ct y C2 y tiene s u  centro sobre la recta 1 :  x - y - 2 = 0. 
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Solucibr. La circunferencia  buscada Cs es u n  e lemento  de la famil la  

e n  d o n d e  el pa ramet ro  1: debe de te rminarse  p o r  la cond ic ibn  d s  q u e  el c e n t r o  dz  
C B  esta sobre la recta I .  E l  cen t ro  de cua lqu ie r  c ircunferencia  de la fami l i a  (5) 

ze hal la  f i c i lmente  y sus  coordenadas  s o n  
- 

tas  coordenadas deben satisfacer la ecuaci6n d e  I ,  tenemos 

de d o n d e  1; = - -'-. S u s t i t u y e n d o  este v a l o r  de 1. en (5) y s impl i f i cando ,  o b -  
3 

t enemos  para  ecuacidn de C3: 

E n  la f igura  56 se h a n  t r a z a d o  las t res  circunferencias  C I ,  Cz. C3. Y la rec- 
ta !. Se deja  a1 es tud ian te ,  c o m o  ejercicio,  la demos t rac ibn  de q u e  10s cen t ros  
de CI.  CZ Y C3 s o n  colineales. 

F i g .  56 

C o n s i d e r e m o s  ahora  el caso de d o s  circunferencias  CI y Ca tangen tes  e n t ~ c  
s i .  en  el p u n t o  Pa(x3, ya ) .  P o r  u n  razonarn ien to  a n i l o g o  a1 a n t e r i o r ,  e n  el  
caso d e  interseccibn en  d o s  p u n t o s  diferentes ,  p o d e m o s  demos t ra r  que .  para 
cada va lo r  de /; diferente  de - I ,  la ecuaci6n (3 )  representa u n a  circunferencia  
t angen te  a  C I  y Ca en  Pa. 

F i n a l m e n t e ,  consideremos el caso d e  q u e  C I  y Cz n o  tengan  n ing l in  p u n t o  
comitn.  E n t o n c e s ,  las coordenadas d e  u n  p u n t o  q u e  satisfacen la  ecuacibn (2 )  
n o  pueden  sat isfacer  la ecuaci6n ( I )  y ,  p o r  l o  t a n t o ,  n o  pupden satisfacer la  
ecuacibn (3) pa ra  n i n g u n  v a l o r  de k. A n i l o g a m e n t e ,  las  coordenadas  d e  u n  
p u n t o  q u e  satisfacen ( I )  n o  pueden  sat isfacer  ( 2 ) .  y ,  p o r  l o  t a n t o ,  t a m p o c o  . 
( 3 ) ,  para  n i n g d n  v a l o r  d e  k excep t0  1; = 0, en  c u y o  caso,  (3) se reduce a  ( 1 ) .  
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E n  resumen, n i n g u n a  circunferencia de  la famil ia  ( 3 ) ,  excepto C1, tiene un 
p u n t o  en c o m l n  con C I  o Cz. A u n  mas. sea Pd un p u n t o  cualquiera que es t i  
sobre cualquier  elemento de  la famil ia  ( 3 ) .  excepto sobre CI.  Acabamos de  
demostrar  que P1 n o  puede estar sobre CZ. P o r  t a n t o ,  si se sust i tuyen las 
coordenadas de  P1 en las ecuaciones ( I )  y ( 2 ) .  10s p t imeros  miembros n o  se 
reduc i r in  a cero s i n o  que  tendran valores diferentes a  coro, digamos k l  y k ~ .  
respectivamente. P o r  lo  tan to .  s i  se sus t i tuyen  en (3) las coordenadas de  P I .  
la ecuacion toma la forma 

I: 1 + 1%. 2 = 0. 

de donde k tiene el i n i c o  valor  - I:'. E s t o  significa que hay solamente una  
k2 

circunferencia de la famil ia  (3 )  que pasa p o r  el p u n t o  PI. C o m o  PI se el igi6 
como cua lqu ie r  p u n t o  sobre cua lqu ie r  elemento de ( 3 ) .  excepto C1, se de- 
duce que  n inghn par  de  circunferencias de la famil ia  (3) tienen un p u n t o  en 
comun.  

E n  10s dos  primeros casos considerados anteriormente,  es decir, cuando 
C I  y CZ tienen u n o  o dos p u n t o s  comunes, la ecuacion (3) representa una  cir- 
cunferencia real para t o d o  valor  de  I;, ya que  por  l o  menos existe un p u n t o  del  
lugar  geomitr ico.  P e r o  esto n o  ocurre cuando C I  y Cz n o  tienen n ingdn p u n t o  
comun.  Entonces n o  se puede asegurar que  la ecuacion ( 7 )  represente una cir- 
cunferencia real para t o d o  valor  de I.. Si C I  y Cz n o  tienen n ingbn p u n t o  
cornun es f ic i l  encont ra r  ejemplos,  en 10s quo, para valores especificos de k, la 
ecuacion (3) n o  representa n inguna  circunferencia real. ( V e r  el ejercici:, 18 del 
g r u p o  17.) 

L a  recta que  pasa p o t  10s centros de dos  circunferencias n o  concintr icas se 
l lama recta de  10s centros.  E s  m u v  sencillo demostrar  a u e  todas las circunferen- 
cias de la famil ia  (3)  tienen su centro en la recta de  10s centros de  CI y Cz. E n  

D 
' 1 )  y (-L? -+), res- efecto, 10s centros dc CI  y CI son (- i. - -- 
2 2 '  

pectivamentc, y la ecuacion de la re:ta que  contiene a estos dos  p u n t o s  es 

la cual se satisface por  las coordenadas 

t r o  dc  cualquier  circunferencia dofinida p o r  ( 3 ) .  

Todos 10s resultados prececlcntes se resumen en el siguiente 
TEOREMA 4 .  Si 10s ecuaciones de dos circunferencias dadas cuales- 

quiera CI y C2 son 

C ? :  s2+y'+I)us+E?y$I~2=0, 
In ecuacidn 

representa una familia de circunferencias todas las cuales lienen sus 
centros en la recta de 10s centros de C1 y C2. 
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S i  Cl y C2 se cortan en dos puntos dijerentes, la ecuacicin reprasenta, 
para todos 10s valores de li dijerentes de - 1  , todas las circu rencias 
que pasan por 10s dos puntos de interseccidn CI y C2, con 1 ' n i c a  
excepcicin de C2 misma . "u 

S i  Cl y C2 son tangentes entre s f ,  la  ecuacidn representa, para todos 
10s valores de k diferentes de - 1 , todas 12s circunferencins que son 
tangentes a CI y C2 e n  s u  punto comzin, con la Gnico e x ~ c p c i 6 n  de C2 
misrna . 
Si C1 y C? no  tienen n i n g u n  punto comlin la ecuacicin representa 

u n a  circunjerencia para cada valor de k diferente de - 1 , siempre que 
l a  ecuaci6n resultante tenga coeficienles que satisjagan las condiciones 
especificadas en el teorema f? del Arliculo 40. Ningl in  par de circunje- 
rencias de la  jamilia tiene un punto c o m c n  con n inguna  de las dos 
circunjerencias C1 y CZ . 

43. Eje radical. En el artfculo precedente hemos considerado 
dos circunferencias diferentes, CI y C2, de ecuaciones 

A partir de  estas ecuaciones formarnos la ecuaci6n 

y la discutimos como ecuaci6n de unn, fanlilia de circunferenci:ts p:~rn 
todos 10s valores de X., except0 - 1.  Si A = - 1 ,  1 : ~  ecuaci6n ( 3 )  
toma la forma 

Si CI y C2, no son concCntricas, ye verificarti Dl f 0 2  o El f E? , 
o ambas, de manera que por lo menos uno de 10s coeficientes de s y y 
en* (4)  s e d  diferente de cero , y la ecuaci6n ( 4 )  representn entonces 
unn lfnea recta llamada eje radical de C1 y C: . 

Si C1 y CZ se cortan en dos puntos diferentes, se sigur , tle 1 : ~  
discusi6n del Artlculo 42,  que el eje radical pnsa por cstos dos punlos 
y ,  por tanto,  coincide con su cuerda comdn. Si Cl y Cz son tan- 
gentes entre si , su eje radical es la tangente coiniln :L ambas circunfe - 
rencias. Si CI y Cz no tienen ningdn punto conliln y no son conch- 
tricas, su eje radical no tiene ningdn punto comdn con ningunn de las 
dos circunferencias . 

Ahora demostraremos que el eje radical de dos circunferencias 
cualesquiera es perpendicular a su recta de 10s centros. En  efecto , 
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en el Articulo 42 virnos que la ecuaci6n de la, recta de 10s centros 
de CI y Cz es 

E'I - E2 
y I:L pendiente de esta ~.ecki es si DI # Dn . La pendiente 

D, - n2 ' 
Dl- D2 

( lu l  eje radical, deducida do la ccuaeidn ( 4 )  , es - El - E2 , si 
141 # E2. Coma estas pendientes son negativamente reciprocas , se 
sigue que el eje radical es perpendicular a la recta de 10s centros. 
Si Dl = 0 2  , entonces , por la ecuaci6n ( 4 ) )  resulta que el eje radical 
es paralelo a1 eje X ,  y por la ecuaci6n anterior, la recta de 10s cen- 
tros es paralela a1 eje Y ; por tanto,  en este caso , el eje radical y la 
linea de 10s centros ttimbi6n son perpendiculares entre sl. An6loga- 
mente, si El = E2, el eje radical es paralelo a1 eje Y y la recta de 
10s centros es paralela a1 eje X ; por lo tanto, son perpendiculares 
en tre sf . 

Ejemplo 1. Hallar la ecuaci6n del eje radical de las circunferencias 

y dernostrar que  es perpendicular a s u  recta dr! 10s centros .  

F i g .  57 

Solucibn. S i  rnultiplicamos la ecuacion ( 6 )  por  2 y la restamos de 1, ecua- 
c i 6 n  ( 5 ) .  obtenemos  

I :  2 6 x + 1 8 y - 7 7 = 0  

13 c o m o  ecuaci6n del eje radical.  Su pendiente  e s  - -. 
9 
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L a s  coordenadas de 10s centros CI  y Cz se encuentran f k i l m e n t e ,  y son 

(- f .  ) y (4. 6 ) .  respec~ivamenfe .  de manera que  la pendienre de la  

recta de 10s centros es - ( ' I2'  = 9 que  es negativamente reciproca de la 
4+(5/2) 1 3 '  

pendiente del eje radical. P o r  t a n t o ,  el eje radical es perpendicular  a la recta de . . 

10s centros. L a s  circunferencias C I  y Ca, su recta de 10s centros y su  eje radi-  
cal I. se h a n  t razado  en la f igura  57. 

Para deducir una propiedad importante del cje radical, establece- 
remos el siguiente teorema : 

F i g .  58 

TEOREMA 5 .  Si t es la longitud de la fangenfe trazada del punto 
ezterior PI (XI , yl) a la circunferencia (x  - h)2 + ( y - k )2 = r 2  , 
entonces 

t = d ( x l  - h)2  + (yl - k ) l  - r 2 .  

DEMOSTRACI 6 ~ .  Sea T (fig. 58) el pun to de tangencia , de ma- - 
nera que t = PI T.  Como PI T es tangente a la circunferencis , el 
radio CT es perpendicular a P I  T. Por tanto, en el tritingulo recthn- 
gulo PI TC , tendremos : 

2 
t2 = C P I  - r2.  ( 7 )  

Por el teorema 2 ,  Artlculo 6 ,  
- 
C P :  = (XI - h)2 + ( ? / I  - k ) 2 ,  

valor que , sustituido en la ecriacidn (7) , da 
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de donde , 
t = d ( z ~ - h ) ~ +  {yl- k ) 2 - r 2 .  

NOTA. Evidentemente, se pueden trazar dos tangentes &I punto  P1 a1 
circulo, pero sus longitudes son iguales. 

E femplo  2. HalLar la longitud de la tangente trazada del punto  (- 3, 2) 
a la circunferencia 9 x 1  + 9 y 2  - 30x - t8y - 2 = 0. 

Solucibn.  Fara aplicar el teorema 5,  es necesario hacer que 10s coeficientes 
de x 2  y ya sean iguales a la unidad. Para ello dividiendo por 9, resulta: 

Sustituyendo x p a r  - 3 y y por 2 en el primer miembro de esta rcuaci6n. 
obtenemos 

13 de donde se deduce que la longitud de la tangente es t = -. Debe observarse 
3 

que, si se utilizara la ecuaci6n de la circunferen:ia en la forma original. es 
decir. sin dividir  por  9 ,  el resultado seria el triple del valor correcto. Se reco- 
mienda a1 estudiante que dibuje la figura correspondiente a este ejercicia. 

zadas desde dl a las dos circunjerencias son iguales. En efecto , sea 
b - 2  ias dos eircunfenncias no concdntricas dadas por las& 

nes ( 1 ) y ( 2 )  , respectivamente . Sea P (2 ,  y ) el punto m6vil y 
Sean t ,  y t z ,  respectivamente, las longitudes de las tangentes traza- 
das dc P a CI y C2. Entonces , por el teorema 5 ,  

Como , por hip6tesis, t~ = ts , de estas dos liltirnas ecuaciones se 
deduce clue 

(Dl - D ~ ) x +  (El- Ez)y+ Fi- F2 = 0 ,  

que ,  seg6n ( 4 ) ,  es la ecuncidn  PI eje radical de CI y C2. Podemos 
demostrar , reciprocarnente , que , si PI (XI , yl) es un punto que estd 
sobre el eje radical, las longitudes de 1iis tsngentes trazadas de 
PI a C I  y CZ son iguales. 

Los resultados precedentes se reflumen en el siguiente 
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TEOREMA 6 .  Si las ecuacion.es de dos circunferencias n o  concln- 
tricas CI y Cz son 

C i :  s 2 + y 2 + D i ~ + E ~ y + F ~ = 0 ,  

la  elirninacio'n de x2 y y2 entre estas dos ecuaciones da  la ecuacio'n lineal 

que es la ecuacidn del eje radical de C1 y C? . 
Si  C I  y C? se cortan e n  dos puntos direrenles, s u  eje radical coincide 

con s u  cuerda cornkn; s i  CI y (12 .Yon tangentes entre s f ,  s u  eje radical 
es s u  tangente comzin, y s i  CI y C(2 n o  tienen ningi ln  pr~nto  comhn,  s u  
eje radical n o  tiene ningi ln  punto corntin con n inguno  de ellos. 

E l  eje radical de CI y Cz es perpendicular a la recta de 10s centros; 
es tarnbiin el lugar geomitrico de u n  punto que so mueve de tal mancra 
que las longitudes de las tangentcs trozadas por 81 a C'I y Cz son 
iguales . 

Consideremos tres circunfcrencias, de las cuales no hay dos que 
Sean conc6ntricas. Cada par tiene un eje radlcal, y las tres , tomadas 
a pares, tienen tres ejes radicales Si las tres circunferencias no 
tienen una recta de 10s centros cornfin, sus tres ejes radicales se cortan 
en un punto llamado centro radical .  La demostraci6n de la existencia 
del centro radical dc tres circunfcrencias dadas se deja como ejcrcicio 
a1 estudiantc . 

EJERCICIOS. Grupo 17 

D i b u j a r  una  f i g u r a  para cada ejercicio.  

1. Escr ib i r  la ecuaci6n de la fami l i a  de circunferencias  conc6ntr icas  c u y o  
cen t ro  c o m u n  es el p u n t o  ( -  3 ,  5 ) .  D i b u j a r  t res  e l e n ~ e n t o s  de la f a m i l i a ,  espe-  
c i f i cando  el va lo r  del p a r a m e t r o  en cada caso.  

2. Escr ib i r  la ecuacion de la fami l i a  d e  circunferencias  c u y o s  cen t ros  e s t i n  
sobre  el e je  Y. Des ignense  10s d o s  pa ramet ros  p o t  k l  y  1.2. D i b u j e n s e  t res  
e lementos  d e  la fami l i a  conservando  a 1.1 cons tan te  y as ignando  a /:z t res  valores  
diferentes .  D i b u j e n s e  o t r o s  tres miembros  de la  fami l i a  hac iendo  q u e  Es p e r m a -  
nezca cons tan te  y a s i g n a n d o  a /., t res  valores  diferefites. 

3. Escr ib i r  la ecuacibn de la fami l i a  d e  todas  las  circunferencias  q u e  pasan 
p o t  el o r i g e n .  D i b u j a r  seis  e lementos  de la fami l i a  a s i g n a n d o  valores  a  10s d o s  
p a r i m e t r o s  c o m o  en el e jercicio 2. 

4. D e t e r m i n a r  la ecuaci6n de la  fami l i a  de circunferencias ,  cada u n a  de las  
cuales  pasa p o r  el o r igen  y el p u n t o  ( I .  3 ) .  D i b u j a r  t res  elementos de la  f a m i -  
l i a ,  espe:ificando el va lo r  del p a r a m e t r o  en cada caso.  
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@ D i b u j a r  las d o s  circunferencias  cuyas ecuaciones s o n  

T a m b i i n  d i b u i a r  tres elementos de la fami l i a  CI + k c 2  = 0 para valores  de k 
diferentes  de 0 y - 1 ,  y demos t ra r  q u e  sus  cen t ros  e s t i n  sobre la  recta d e  10s 
cen t ros  de C l  y C2. g) Hal la r  la ecuaci6n de la circunferencia  q u e  pasa p o r  el p u n t o  A (-8. 5 )  
y  p o r  las intersecciones de las circunferencias  x a  + ya - 8 x  - 6 y  + 17 = 0 y 

xa 8 '- 1 8 x - 4 y + 6 7 = 0 .  
Ha l la r  la ecuaci6n de la circunferencia  q u e  t iene s u  cen t ro  sobre el eje X 

y pasa p o r  las  intersecciones de las d o s  circunferencias  dadas en el e jercicio 6. 
@ H a l l a r  la ecuaci6n de la circunferencia  q u e  tiene s u  cen t ro  en el e je  Y y 

las intersecciones de lag d o s  circunferencias  dadas e n  el e je rc ic io  6. 
Hal la r  la ecuacidn de la circunferencia  q u e  tiene s u  cen t ro  sobre la recta 

2 x  +-y - 14 = 0 y q o c  paia  p o r  las  intersecciones de las circunferencias  

@ Hal la r  la  ecuaci6n de la  circunferencia  de rildio 2 47 y q u e  pasa p o r  
2 

las intersecciones de las c  i  r  c  u  n f  e  r e  n c  i  a  s  x a  + y2 + 2 x  - 6~ - 16 = 0 y 

x2 & 2 - h x  + 2y = 0. ( D O S  so luc iones . )  
Ha l la r  la ecuaci6n d e  la circunferencia  q u e  pasa p o r  las intersecciones de 

las circunferencias  x a  + ya - 6 x  + 4 = 0 ,  x a  + ya - 2 = 0.  Y q u e  es t angen te  
a  la  recta x + 3y  - 14 = 0.  ( D o s  so luc iones . )  

12. L a  ecuaci6n de la fami l i a  d e  circunferencias  dada en el t eorema 4 del  
A r t i c u l o  42 n o  incluye a  la ecuaci6n de CZ. U s a n d o  d o s  p a r i m e t r o s  k l  y  kz,  
escribase la ecuaci6n de la famil ia  de ta l  manera q u e  inc luya  a  Cz. (VCase !a 
ecuaci6n [h]  del A r t i c u l o  36.)  ; A  q u i  restr icciones deben someterse 10s p a r i -  
met ros  k l  y  I;,? i Q u i  relaci6n debe ex i s t i r  en t re  k l  y  Irz para ob tener  la  ecua- 
c i6  de u n a  l inea rec ta?  

Demos t ra r  q u e  Ias circunierencias  CI:  x' + y' - 3 x  - by + 10 = 0 g 
C r :  x 2  + y2  - 5 = 0, son  tangentes .  Ha l la r  la  ecuaci6n d e  la  circunferencia  
tangente a  C1 y C2 en su p u n t o  cornun y q u e  pasa por- el p u n t o  A ( 7 ,  2 ) .  
D e m o s t r a r  q u e  el cen t ro  de esta circunferencia  e s t i  sobre la recta de 10s cen t ros  

Ha l la r  la  ecuaci6n de la  circunferencia  t angen te  a  C1 y Cu del e jerci-  
c io  de@ 3 e n  C2. s u  p u n t o  c o m u n  y c u y o  c e n t r o  e s t i  sobre la recta 3 x  + y + 5 = 0. 

15. Hal la r  la  ecuaci6n de la circunferencia  t angen te  a  C1 y C2 del e jerci-  

c io  13 en s u  p u n t o  c o m u n  y c u y o  rad io  es i g u a l  a  347. ( D o s  so luc iones . )  
2  

@ Hal la r  la  ecuaci6n de la  circunferencia  t angen te  a  Cl y Ca  del  e jerci-  
c i o  13 en s u .  p u n t o  c o m u n  y q u e  es tangente a  la recta x - Zy - 1 = 0. ( D o s  
so@nes: ) 

Hal la r  la  ecuaci6n de la  circunferencia  q u e  pasa p o r  el A ( -  10. -2) 
y  p o r  las lntersecciones de la circunferencia  x a  + y2 + 2 x  - 2 y  - 32 = 0 y la  
rec ta  x - y + 4 = 0.  

18. D e m o s t r a r  q u e  las  circunferencias  C1 sa + ya - 2 x  - 2 y  - 2 = 0 
y Ce e xa + yz + l o x  - 6 y  + 33 = 0 n o  se cor tan .  D e m o s t r a r  q u e  para 
k = - 2 el e lemento  cor respondien te  d c  l a  fami l i a  CI + k C a  = 0 eo u n a  c i r c u n -  
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ferencir  q u e  n o  cor ta  a  n i n g u n a  de las d o s  circunferencias  C I  y Cz. y c u y o  cen- 
t r o  esta sobre la recta de 10s cen t ros  de C I  y C Z .  Demuis t rese ,  t a rnb i in ,  q u e  n o  
exisle n i n g u n a  circunferencia  real s i  F toma  u n o  cualquiera de 10s valores  
I .  2 ,  j. Hil lense  o t r o s  valores  de I; para 10s cuales n o  exis ta  circunferen-  
ria real. 

19. H a l l a r  la ecuaci6n del eje radical d e  las circunferencias  

y demos t ra r  q u e  es pe rpend icu la r  a  s u  recta de 10s centros.  
20.  H a l l a r  la ecuaci6n del eje radical de las  circunferencias  

y demos t ra r  q u e  es pe rpend icu la r  a  su recta de 10s ren t ros .  
21. Hal la r  la  ecuaci6n y la  l o n g i t u d  de la  cuerda c o m u n  d e  las c i rcunfe ren-  

cias x a  + ya - 8 y  + 6 = 0 y x s  + ya - 14x - by + 35 = 0 .  
22 .  Demost ra r  anal i t icamente q u e  si d o s  circunferencias  d i fe ren tes  son  con-  

c in t r i cas ,  su eje radical n o  exis te .  
23. Hal la r  la l o n g i t u d  de la t angea te  t r azada  del p u n c o  P ( 3 .  4)  a  la c i rcun-  

ferencia 3xs + 3y2 + 12x + 4q - 35 = 0.  
21.  Hal la r  la l o n g i t u d  de la t angen te  t razada del p u n t o  P ( -  1 .  3 )  a I J  

circunferencia 3x2 + 3y2 - 14x - 15y + 23 = 0 .  
25. Obtener  las coordenadas  d e  u n  p u n t o  q u e  sc encuentre  sobre el eje rad i -  

cal del ejercicio 19, y  demos t ra r  q u e  las long i tudes  de las t angen tes  t r azadas  de 
ese p u n t o  a  las d o s  c i rcunfe renc ias  s o n  iguales .  

26 .  Las  ecuaciones de d o s  circunferencias  n o  concentr icas  son  C I = ~  y C 2 = 0 .  
Demuis t rese  q u e  el eje radical de cua lqu ie r  p a r  d e  circunferencias  de la famil ia  
C I  + k C s  = 0 es el rnismo q u e  el eje radical de C I  y C z .  

27. Las  ecuaciones de tres circunferencias  aon 

S u p o n i e n d o  quo  en t re  ellas n o  h a y  d o s  q u e  Sean concentr icas ,  hal lense las ecua- 
ciones d e  s u s  ejes radicales. S i  las tres circunferencias  n o  t ienen u n a  recta de 
cen t ros  cornun ,  demuistreae q u e  s u s  ejea radicales se encuen t ran  en u n  p u n t o  
comtin (el cen t ro  rad ica l ) .  

28 .  Hal la r  las coordenadas del cen t ro  radical de Ias tres circunferencias  
x Z + y 2 + 2 x  - 4y  - 6 = 0, x2+y'-4x - 2y = 0 y x2+y'+ 2 x  + 12y + 36 = 0.  

29. Hal la r  Las long i tudes  d e  las t angen tes  t r azadas  del cen t ro  radical a  las 
tres circunferencias del e jercicio 28. y d e m o s t r a r  q u e  son  iguales .  

30.  Demost ra r  q u e  las tres circunferencias  xa + y2  + IOx + 2y + 17 = 0.  
.r2 + y a  +4x - 4y + 4 = 0 y x2 + y Z  - 8 x  - I(,y + 71 = 0 n o  t ienen cen t ro  
radical. E x p l i c a r  el r esu l t ado .  

44. Tangente a una curva. 1511 Gconirttiu rlernental solarnente 
re rstuditt , m general, Is t a n g ~ ~ i t e  a una curvn : la, c~ircunferencin. 
Ln langente s(: define como una recta que tiene un solo printo comilx~ 
con la circunferencia. Esta definici6n , suficiente para la circunfercn- 
cia, es inadecuada para slas curvas planas en general, pues hay curvas 
planas en las cuales una tangente en un punto corta a la curva en uno 
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o mds puntos diferentes. Por csto , vamos a dar ahora una definici6n 
de tangente que sc apliqm a todas las curvas planas en general. 

Sea la ecuaci6n dc una curva p l ~ n a  cualquiera C 

Scan PI  (21 , y l )  y P? ( 2 2 ,  y ~ )  (fig. 5 9 )  dos puntos diferentes cuales- 
quiern dc C tales que el arco de curva que 10s unc sea continuo ; es 
decir, P2 puede rnoverse hacia PI  permaneciendo siernpre sobre la 
curva. La recta que pasa por PI  y Pz se llama secante. Considera- 
remos que PI es un punto fijo mientrss que Pz se mueve a lo largo 

i" 
F i g .  59 

tlc C hacia PI. Entonccs, a medida que PZ sc aproxima a P I  , la 
secante gira en el sentido contrario ul de las msnccillas de un reloj en 
torno a PI y , en general, tiende a una posici6n limite representada 
por la recta P I T  que se define como la tangente a la curva C en el 
punlo P I .  El punto PI sc llama punlo de tnngencia o punfo de con- 
t a c t ~  de la tangentc. La pendiente de la curua C cn el punto PI  se 
define corn0 la pendiente de lu tangentc a C en PI . 

Para dcterniinar la ccuaci6n de la langente a una curva dada en 1111 

puntv particular dc la curva, se conoce uri punto, el punto de con- 
tucto ; por lo tnnio, quetla por h:~llrir la pc~ndionte de la tang1:nte. La 
pendien t (1 dc 13 svcante PI Pz ps 
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Si C es una curva cualquiera diferente de una lfnea recta, el valor 
de m, varia a medida que PZ se aproxima a P I .  DefiniCndose la 
tangente P I T  como la posici6n limite de la secante P I  PZ a medida 
que Pz tiende a PI , se sigue que la pendiente m de la tangente es el 
valor limite de la pendient,e m, de la secante dado por ( 2 )  , y escri- 
bilnos 

Yl - Y2 m = lim -, 
z, j r l  X I  - Z2 

siempre que , por supuesto , ese limite exista . La determinacidn , 
significado y propiedades de este limite son problemas fundamentales 
del Cdlculo infinitesimal y no serlin considerados en este libro . Usa- 
remos, sin embargo, la idea de In coincidencia de dos puntos sobrc 
una curva , coino se indica en la siguiente discusi6n. 

En nuestro estudio no srrh necesario obtener 1:t pcntlicnte de una 
tangente calculando el limite expresado por ( 3 )  , ya que'restringiremos 
nuestro trabajo a la determinacidn de las ccuaciones dc tangentes a 
curvas planas representadas, analiticamente , por ecuaciones algebrai- 
cas de seglindo grado . Tornalnos , por lo tanto,  (1) como tipo de  
ta!es ecuaciones y consideramos el sistema formado por esta ecuaci6n 
y la ecuaci6n de la recta, 

y = m z + k .  (4  

Las soluciones comunes de (1 )  y (4 )  son dos y pueden obtenerse 
sustituyendo prilnero y por mx + k en ( I ) ,  y resolviendo la ecua- 
citin cuadr6tica en una variable que resulta, de Is forma 

Las raiccs cle ( 5 )  puedcn ser reales y desiguales, reales e iguales o 
coii~plejas (Apdndice IB , 3)  co~*respondiendo, rcsgectivl~mente , a la 
interpretaci6n geomCtrica de que 13 recta ( 4 )  y la curva (1)  se cor- 
ten en dos puntos diferentes, t,engan un punto c o m ~ n  o nu se corten . 
1'al.a cl caso de inte~*seccidn en dos puntos diferentes, la recta ( 4 )  es 
una secante de la curva ( 1 ) . Si , ahora , imagint~mos que varitln lot; 
coeficientes de la ecuaci6n (4 )  de t,al inanera que una de las raices 
reales de (5 )  se aproxima a la otra , esto equivale , geom6tricamente1 
a que la secante va variando hasta ocupar la posicidn limite de la k n -  
gente, como en la definicidn anterior. De este razonamiento se 
deduce, por lo tanto,  clue la igunldad de las rakes de la ecuacidn ( 5 )  
es una co?tdicibn para la tangencia de la recta ( 4 )  a la curua ( 1 ) .  
Haremos uso de esta condici6n a1 determinar las ecuaciones de Ins 
tangentes a las curvas planas algebraicas de segundo grado . 
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Sea P I  ( X I ,  y l )  (fig. 60)  un punto cualquiera de la, curva conti- 
nua C .  Sea I la  tangent,^ a C en P I .  Si m es la pendientc de I ,  
por cl teorelna 1 , Articulo 26 ,  In ecuacicin de 13 tangente 1 es 

Sea 1 In recta trnzada por P I  perpendicular n la tangente 1 ;  la rcc- 
t a  I f  sc llama n.ormal a la czirva C en el punto P I .  La ccu:~ci6n dc 1:~ 
1101.lna1 1 es , ~videntement~e , 

Sr~pongamos clue la, tangentc y la normal cortan n -Y en los puntos - 
T JT N , respect ivament,e . La longit,ud P I  T dcl segment0 de la tan- 

Fig. 60 

genle 1 con~prendido entre el punlo de contacto y el eje X se Iltrna 
longitud de la tangente. La longitud P I N  del scgnicnto de la nor- 
N I : ~  I f  comprendido entrc el punto dc contacto y el cje X se llama 
lo?lgztud de la  normal. Por P I  tracemos la ordenada P I &  La pro- 
yccci6n QT de la lougitud de la tangente sobre el ejc X se llama sztb- 
tangente , y In proyecci6n Q N  de la longitud de la normal sohre el ejc 
X se llama subnormal. Sea a el Bngulo de inclinaci6n de 1 ,  de ma- 
rlem que m = tg a .  Observando que el Bngulo & P I N  = a ,  el estu- 
diante puede fticilmente demostrar que las longitudes de 10s dltimos 
cuatro clementos definidos son las que se dan en el siguiente 

TEOI~EMA 7 .  Si m es la pendicnte de u n a  curva plana continua C 
en  el pwnto PI ( X I ,  yl )  , entonces para el punto PI tenemos las siguien- 
tes ecuaciones y jbrmulas: 

Ecuaci6n de la tangente a C : y - yl = m ( z  - X I ) ,  
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1  
Ecuxcihn de la normal n C :  9- yi = -- ( x - X I ) ,  m # 0 

m 

Longitud de 1% tangente = d 1 + my m # 0 ,  m 
Longitud de la normal = yl d 1 + m 2 ,  

Y l  Longit.ud de la subtnngente = - , m # 0 ,  m 

Longitud de la subnormal = my1 

Sean C y C 1  dos curvas planas que se cortan en el punto P (figu- 
ra 61).  Sean 1 y 1' laa tangentes n C y C' , respectivamente , en P. 

L' 
Fig. 61 

Se llama dngulo de dos curvas en uno de sus punfos de inferseccidn, a 
cualquiera de 10s dos dngulos suplementarios jormados por las do8 tan- 
gentes a Ins curvas en dicho punto. Para las curvns C y C 1  de la 
figura 6 1 ,  si las pendientes de 1 y l 1  son m y m l ,  respectivamente, 
el Qngulo que formnn las curvas en P es uno de 10s dos Sngulos 6' 
dados , seg6n el teorema 5 ,  Artfculo 10 ,  por la f6rmula 

.m - m' 
t g o =  * 1  + mm' ' mm' # - 1  

Si se verifica que rnm' = - 1  , de tal manera que arnbos jngulos sean 
rectos, se dice clue las curvas son ortogonales entre si. Tambien , si 
cada cierncmto de una farnilia cle curvas es ortogonal a cada uno de 10s 
clementos dtt una segunda farnilia , las curvas de cualquiera de las dos 
familias se  llama^^ Las tmyectorias ortogonales de las curvas de la otra 
farnilia. El problema de la ortogonalidad es de considerable importan- 
cia en 1% Mntemritica superior y en Flsica. 



45 Tangente a una circunferencia. La dcterminacibn de la rcua- 
c b -  (9 una tangente a una circunferencia ae simplifica considerablc- 
mente por la propiedad de la circunferencia, que dice : la tangente a 
u rn  circunferencia es perpendicular a1 radio trazado a1 punto de con- 
t a c t ~ .  En  este articulo determinaremos la ecuaci6n de la tangente a 
una circnnferencia sin usar esta propicdad particular ; lo haremos por 
el mCtodo general discutido en el Articulo 44 .  

Es  evidente , por el teorema 7 del Articulo 44 , que la ecuaci6n de 
la tangentc a una circunferencia dada es t i  perfccta~n~nte deter~ninada 
cuando se conocrn su pendicnte y el punto de contac o (o algdn otro 
de sus punto?).  Si sc tiene uno de cetos datos, el otro debe determi- 
narse a partir dc ]as condiciones del problema ; segdn esto . tenemos 
10s elementos necesarios para la soluci6n de cualquier problema par- 
ticular. Yamos a considerar tres problemas, a saber : 

C 1) Hallar la ecuaci6n de la tangente a una circunferencia dada en 
un punto dado de contact0 ; # 6 2)  Hnllar la ccuaci6n d r  la Langente a una circunferencia dad% y 
que tiene una pendiente dade ; 

.+ 3)  Hallar la ecuaci6n de la tangente a una circunferencia dnda y 
*que pasa por un punto exterior dado. 

El procedimiento para resolver cada uno de estos problemas es 
esencialmente el mismo. E n  cada caso se da una condici6n ; de acuer- 
do con csto escribiremos primero la ecuaci6n de la familia de rectas que 
satisfacen estn condici6n (Art. 36) . Esta ecuaci6n contiene un pari- 
metro quc se tietermina aplicando la condicitin dc tangencia dada en 
el Articulo 4 4 .  

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion de la tangente a la circunferencia 

Solucibn. La ecuaci6n de la famil ia  de rectas que pasa por el p u n t o  
( 3 ,  5 )  es 

y - 5  = m ( x -  3 ) .  (1 

en donde el parimetro m es  la pendiente de la tangente buscada. Dz la ecuaci6n 
( I ) ,  y = m x  - 3m $, 5. y sust i tuyendo este valor en la ecuaci6n de la circun- 
ferencia, resulta: 

que se reduce a 
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S e g i n  l o  d i c h o  en el A r t i c u l o  44, la recta (1)  sera t a n g e n t e  a  la c i r cunfe renc ia  
d a d a  s i empre  q u e  l a s  raices de esta u l t i m a  ecuacion sean igua les ,  es dec i r ,  s i em-  
pre  q u e  el d i sc r iminan te  se anu lc .  D e b e r i ,  p u e s ,  ver i f icarse  la c o n d i c i 6 n :  

L a  s o l u c i 6 n  de esta ecuac i6n  es n? = 1.5 , de manera  q u e ,  de  ( I ) ,  la ecuacion d e  
la t a n g e n t e  buscada es 

C J - 5 =  5; ( x - 3 )  

0 sea.  

x - 2y + 7 = 0. 

Se recomienda  a1 e s t u d i a n t e  q u e  d i b u j e  la f i g u r a  co r respond ien te  a cste  
e j e m p l o .  

Ejemplo 2. H a l l a r  l a  ecuac i6n  de l a  t a n g e n t e  a  la c i r cunfe renc ia  

y  q u e  t i ene  d e  p e n d i e n t e  1. 

F i g .  61 

S o l u c i b n .  L a  ecuac ion  d c  la f ami l i a  d e  rectas d e  pend ien te  1 es 

y = x + k .  (2)  

s i e n d o  k u n  p a r i m e t r o  c u y o  v a l o r  debe de tc rmina r se .  S i  el v a l o r  de  (J d a d o  por 

(2)  se s u s t i t u y c  en la ecuac i6n  d e  la c i r cunfe renc ia ,  se o b t i e n e  

o sea. 
2x2  + (2h  - 8 )  x  + ( h 2  + 2k  + 18) = 0. 

L a  c o n d i c i 6 n  d e  t angenc ia  es 

( 2 h  - 8)a - 8 ( k Z  + 2 k  + IS) 0. 
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L a s  raices de esta ecuacidn son  k = - 2. - 10. P o r  t a n t o .  de ( 2 ) ,  las ecua- 
c iones  d e  las tangentes  buscadas s o n  

E n  la  f i g u r a  62 se h a n  t razado  estds tangentes .  
Ejemplo 3. Hal la r  la ecuacion de la tangente t razada del  p u n t o  (8,  6 )  a  la 

c ircunferencia  x a  + y 2  + 2% + 2y - 24 = 0. 

en  donde  el pa r i rne t ro  m es la pend ien te  de la tangente buscada. D e  la ecuaci6n 
( 3 ) .  y  = m x  - 8 m  + 6, va lo r  q u e  s u s t i t u i d o  en  la ecuaci6n de la c i rcunfe ren-  
cia ,  d a  

% 2 + ( m x  - 8 m + 6 ) a + 2 x + 2 ( m x - 8 m + 6 ) - 2 4  = 0 ,  

la  cual  se reduce a 

( m l  + I )  x" (16ml - 14m - 2) x + (64m2 - I12m + 24) = 0.  

L a  cond ic i6n  para  tangencia es 

( 1 6 m 2 -  l l m  - 2 ) 2  - 4 ( m a +  1)  (64mz-  1 1 2 m + 2 4 )  = 0 .  

Reso lv iendo  esta ecuaci6n se encuentra  q u e  sus soluciones son 

P o r  t a n t o ,  de ( 3 ) .  las ecuaciones de las  tangentes  q u e  cumplen  las  condiciones 
dadas ,  son  

23 y - 6 = L ( x - 8 )  y y - 6 = - ( x - 8 )  
5 11 

o sea, 
x - 5 y + 2 2 = 0  y 2 3 % - l l y - 1 1 8 = 0 .  

EJERCICIOS. Grupo 18 

D i b u j a r  una  f i g u r a  p a r a  cada ejercicio. 

L o s  ejercicios 1 -7  dcben resolverse usando  la cond ic i6n  de tangencia estudiada 
en  el A r t i c u l o  44. 

1. Hal la r  la  ecuaci6n de 11 t angen te  a  11 circunferencia  

x Z + y 2 - 2 x - 6 y - 3 = 0  
en  el p u n t o  ( -  1, 6 ) .  

2. H a l l a r  las  ecuaciones d e  las  t angen tes  a  la  c ircunferencia  

q u e  t engan  de pend ien te  - 3 
7. 

3. H a l l a r  las  ecuaciones d e  l as  tangentes  t razadas del  p u n t o  (- 2, 7 )  a  la 
c ircunferencia  x z  + + 2 x  - 8 y  + 12 = 0.  

4 .  H a l l a r  la  ecuaci6n de la  t angen te  a  la  c ircunferencia  x 2  + y 2  - 8% + 3  = 0 
e n  el p u n t o  (6, 3) .  
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5 .  Hal la r  l a s  ecuaciones de las  t angen tes  a  la  c ircunferencia  

que  son  paralelas  a  la recta 5x - 5y + 31 = 0 .  
6 .  Ha l la r  12s ecuaciones de las t angen tes  a  la c ircunferencia  

que  s o n  perpendiculares  a  la recta 4x - y  + 31 = 0 .  
7 .  IJal lar  las  ecuaciones de las tangentes  t r azadas  del p u n t o  ( 6 ,  - 4 )  a  la 

circrlnferencia x Z  + yz + 2x - 2 y  - 35 = 0 .  
8. Reso lver  el e jercicio 4  recordando  q u e  la t angen te  es pe rpend icu la r  a l  

r ad io  que  pasa p o r  el p u n t o  d e  con tac to .  
9.  Resolver  10s e jemplos  1. 2  y  3 del A r t i c u l o  45 p o r  el m i t o d o  ind icado  

en el ejercicio 8. 
1 0 .  Demos t ra r  q u e  la ecuacidn de la t angen te  a  la c ircunferencia  x2+ y2 = r2  

e n  el  p u n t o  d e  con tac to  P l  ( X I ,  y l )  es x l x  + y ,  y  = r2 .  Sugestidn: Usese el 
hecho  de q u e  xla  + y l a  = r a .  

11. P o r  d o s  m i t o d o s  diferentes ,  ha l l a r  l a s  ecuaciones de las  t angen tes  a  la  
c ircunferencia  9 x a  + 9 y 2  + 18x - 12v - 32 - 0, cuya pendiente  sea . 

1 2 .  P o r  do8 mhtodos  diferentes ,  hallenae Ias ecuaciones de las  tangentes  
t r azadas  del p u n t o  (6, - 4 )  a  la circunferencia  2 x 2  + 2ya - 8x - 4y - 15 = 0.  

13. P o r  el p u n t o  (- 5 ,  4 )  so t r a z a n  tangentes  a  la c ircunferencia  

Ha l la r  el i n g u l o  a g u d o  q u e  f o r m a n  estas  tangentes .  
1 4 .  D a d a  la  circunferencia  x 2  + y2 = 5 ,  ha l la r  10s valores  de k para 10s 

cualcs las  rectas de la fami l i a  x  - 2y + k = 0 :  

a )  cor tan  a  la c i rcunfe renc ia  en  dos  p u n t o s  d i fe ren tes ;  
h )  s o n  t angen tes :  

c )  n o  t ienen n i n g u n  p u n t o  c o m u n  con la circunferencia .  

1 5 .  D a d a  la circunferencia  x 2  + y2 - 6x - 2y + 6  = 0 ,  ha l l a r  10s valores  
de m  para  10s cuales  l a s  rectas de la fami l i a  y  = m x  + 3:  

a )  corta  a  la c ircunferencia  en d o s  p u n t o s  d i f e r e n t e s ;  
b )  s o n  t angen tes :  

c )  n o  t i enen  n i n g u n  p u n t o  comlin con la c i rcunfe renc ia .  

1 6 .  D e m o s t r a r  q u e  l as  ecuaciones de las  t angen tes  de pend ien te  m  a  la c i r -  

cunferencia  x 2  + y' = r 2  s o n  y  = m x  * r  d 1  + m a .  
1 7 .  H a l l a r  la ecuacion de la n o r m a l  a  la c ircunferencia  

en  el p u n t o  ( 6 ,  - 3 ) .  y  d e m o s t r a r  q u e  pasa p o r  el c e n t r o  d e  la c i rcun[e renc ia .  

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 18-20 ha l l a r  la ecuaciones de las  t angen te  y  
n o r m a l  y  las  l o n g i t u d e s  d e  la t angen te ,  n o r m a l ,  sub tangen te  y  s u b n o r m a l ,  
para cada circunferencia  y  p u n t o  d e  c o n t a c t o  dados.  
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21. Hal la r  el a n g u l o  a g u d o  que  f o r m a n  las  circunferencias  x a  + ya = 17 y 
x 2  + y 2  - 12x - 4y  + 11 = 0 en su interseccibn.  

22. Hal la r  el i n g u l o  a g u d o  q u e  f o r m a n  la recta 2 x  + 3y  - 6 = 0 y la c i r -  
cunferencia x' + y2 + 2 x  - 4y - 3 = 0 a1 cortarse.  

23. Demos t ra r  q u e  las circunferencias  

se cor tan  o r togona lmente .  
24. Demos t ra r ,  ana l i t i camente ,  q u e  las t rayectorias  o r togona les  de u n a  

famil ia  de circunferencias  conc6ntr icas  e s t i n  dadas p o r  la fami l i a  de rectas q u e  
pasan p o r  su cen t ro  comlin.  

25. S i  de u n  p u n t o  ex te r io r  P se t r azan  tangentes  a  u n a  circunferencia ,  el 
segmento que  u n s  10s p u n t o s  de con tac to  se l lama cuerda  d e  c o n t a c t o  de P .  
Si  Pl ( x , .  y l )  es u n  p u n t o  ex te r io r  a  la c ircunferencia  xa  + ya  = r 2 ,  d e m u i s -  
trese q u e  la ecuaci6n de la cuerda d e  con tac to  d e  P I  es X I  x  + y l  y = r'. 
( V e r  ejercicio 10. ) . 

46. Teoremas y problemas de lugaree geombtricos relatives a la 
circunferencia. La demostraci6n analitica de cualquier teorema sobre 
la circunferencia se efectiia siguiendo el procedimiento general discu- 
tido en el Articulo 11. De acuerdo con esto , mientras el teorema no 
se particularice, debe colocarse la circunferencia con su centro en el 
origen , ya que en esta posici6n su ecuacidn tiene la forma mhs simple , 
la forma can6nica, 

2% + y2 = r2. 

Ejemplo 1. Demos t ra r ,  ana l i t i camente ,  q u e  cualquier  i n g u l o  insc r i to  en 
una semicircunferencia es u n  6 n g u l o  recto. 

Demostracibn. E s  evidente q u e  la demos t rac ibn  n o  p e r d e r i  general idad s i  
colocamos la semicircunferencia  c o n  
su centro en el o r igen ,  t a l  c o m o  a p a -  Y 
rece en la f igura  63. L a  ecuacibn de 
la semicircunferencia es en tonces  

Sea P I  ( X I ,  y l )  u n  p u n t o  cualquiera 
de la semicircunferencia ,  y  Sean A y B 
10s ex t remos  de s u  d iamet ro .  C o m o  
r  es el radio,  es ev iden te  q u e  las co-  
ordenadas de A y B s o n  (- r .  0 )  y  

I 

( r ,  0 )  , respectivamente. T e n e m o s  
Y' 

q u e  demos t ra r  que  el segment0  P I A  F i g .  63 
es pe rpend icu la r  a1 segmento  P I B .  
P o r  t a n t o ,  s i  las pendientes  de P I A  y Pi B s o n  m l  y mz,  respect ivamente,  
v a m o s  a  demos t ra r  q u e  

rn l rn ,  = - 1. (21 

d e  acuerdo  c o n  el coro la r io  2 del teorema 5, A r t i c u l o  10. 
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P o r  el teorema 4  del Ar t .  8 .  tenemos 

de manera que 
m l  ma - A 

x i s  - ra ' 

Pero,  como P 1  e r t j  sobre la semicircunferencia. sus coordenadas ( x l ,  y l )  deben 
satisfacer la ecuaci6n ( I ) ,  y tenemos 

de donde, 

De esta 6 l t ima relaci6n y ( 3 )  obtenemos, inmediatamente. la relacibn busca- 
da ( 2 )  , como se queria demostrar. 

En relacihn con la resolucibn de problemas sobre lugares geomdtri- 
cos relativos a circunferencias , seguirernos el procedimiento general 
bosquejado en el Artlculo 23. 

Ejemplo 2. U n  pun to  se mueve de tal manera que la suma de lor zuadrados 
de sus distanciaa a don puntos  f i jos  dado* es constante. Hallar la ecuaci6n de su 
lugar geometrico, y demuistrese que es una circunferencia. 

601ucibn. P o r  simplicidad, y sin ninguna restricci611, podemos tomar uno 
de 10s puntos  como origen 0 y el o t ro  pun to  A (a, 0 ) .  a # 0 ,  sobre el eje X,  
como se indica en la f igura 64. Sea P ( x ,  y )  un punto  cualquiera del lugar 
geomitrico. Entonces P  debe satisfacer la condici6n geomitrica 

en donde k  es un numero positivo. 
Po r  el teorema 2 del Articulo 6, 

Po2 = x Z  + yZ 
Y - 

X PA' = ( x  - a )  a + ya, 

de manera que la condici6n geomftrica 
( 4 )  puede expresarse. analiticamente, 
por  la ecuaci6n 

~ ~ + y ~ + ( x - a ) ~ + y ~ = k  ( 5 )  

Y'  que se reduce a 
h 

P i q .  64 x z  + yZ - a x  + 5- - - = 0. (6 )  2 2 

P o r  el teorzma 2 del Articulo 40, la ecuacidn (6) representa una circunferencia 

cuyo centro es el pun to  C ( f ,  0 )  y y o  r a d i o  t i e n e  un r  longitud 

-. 
PC = % d 2 k  -- a', siempre que,  sin embargo, la constante k  > 2. S i 

2 
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k - f- el lugar geomitrico se reduce a1 p u n t o  
2 ' 

( 0): y i k < n o  
2 

existe n ing6n lugar geomitrico. 

EJEECICIOS. Qrupo 18 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

Todos  10s teoremas enunciados en 10s siguientes ejercicios deben demostrarse 
anali t icamente.  D e  manera semejante. todos 10s problemas de lugares geomi- 
trtcos deben resolverse analiticamente. 

1. Las longitudes de las dos tangentes trazadas a una circunferencia desde 
un pun to  exterior son iguales. 

2. Si de un pun to  cualquiera he una circunferencia se traza una perpen- 
dicular a un  diimetro.  la longitud de la perpendicular es media proportional 
rntre las longitudes de 10s doe segmentos en 10s que divide a1 d i imetro .  

3. T o d o  d i ime t ro  perpendicular a una cuerda la divide en dos  partes 
iguales. 

4. E n  dos circunferencias secantes la recta de 10s centros es perpendicular a 
su cuerda comun en su pun to  medio. 

6. S i  por  10s extremos de un d i imetro  se trazan dos  cuerdas paralelas, istas 
son iguales. 

6. Se tiene u r n  circunferencia circunscrita a cualquier t r i i ngu lo  dado. 
Demostrar que el producto de las longitudes de dos lados cualesquiera del 
t r i ingulo  es igual a1 producto de la longitud del d i imetro  por  la longitud de la 
altura trazada a1 tercer lado. 

7. Un pun to  se mueve de tal manera quo la suma de 10s cuadrados de sus 
distancias a 10s puntos  (2 ,  0 )  y (- 1. O j  es siempre igual a 5. Hallar e iden- 
tificar la ecuaci6n de su lugar geomitrico.  

8. Un pun to  se mueve de tal manera quo su distancia del pun to  (4. 2)  es 
siempre igual a1 doble de su distancia del p u n t o  (- 1, 3 ) .  Hallar e identificar 
la ecuaci6n de su lugar geomitrico. 

9. Un pun to  se mueve de tal manera que su distancia del pun to  (2. - 2) 
es siempre igual a un  tercio de su distancia del pun to  (4, 1 ) .  Hallar e identifi-  
car la ecuaci6n de su lugar geomitrico. 

10. Un pun to  se mueve de tal manera que el cuadrado de su ctistancia dcl 
punto  (1, 2) es tiempre igual a1 doble de su distancia de la recta 3 x + 4 y  -1 =0. 
Hallar e identificar la ecuaci6n de su lugar geomitrico.  

11. U n  pun to  se mueve de tal manera que la suma de 10s cuadrados de sus 
distancias de 10s tres puntos  (0. 3 ) .  (3. 0 )  y ( -  2. - 2 )  es siempre igual 
a 30. Hallar e identificar la ecuaci6n de su lugar geomitrico. 

12. Un punto  P se mueve de tal manera que su distancia de un pun to  f i j o  
es siempre igual a k veces su distancia de o t ro  pun to  fi jo.  Demostrar que  
el lugar geomitrico de P es una circunferencia para valores apropiados de k.  

13. Un pun to  P se mueve de tal manera que el cuadrado de su distancia de 
la base de un t r i ingulo  is6sceles es siempre igual a1 produ;to de sus distancias 
de 10s otros dos lados. Demostrar quo el lugar geomitrico de P es una circun- 
ferencia. 





CAPITULO V 

TRANSFORMACION DE COORDEHADAS 

47. Introducci6n. Uno de 10s objetivos principales de la Geome- 
tria analitica es la determinaci6n de las propiedades de las diversas 
figuras geomCtricas . Apoyhndonos en algunos de 10s conceptos funda- 
mentales hemos hecho ya un estudio detallado de la recta y la circun- 
ferencia. E n  adelante cont,inuaremos estas investigaciones con refe- 
rencia a otras curvas . Encontraremos , sin embargo , que , a medida 
que progresemos en nuestro estudio, las ecuaciones de las curvas se 
van haciendo m&s y m&s dificiles de analizar ; por esco , se hace nece- 
sario en algunas ocasiones introducir ciertos artificios con el fin de 
facilitar el estudio de estas curvas. Uno de estos artificios , que nos 
permite simplificar las ecuaciones de muchas curvas, consiste en la 
transformaci6n dc coordenadas . 

48. Transformaciones. Una transformaci6n es el proceso que 
consiste en cambiar una relaci6n , expresi6n o figura en otra. E l  
estudiante ya ha encontrado este thmino en su estudio de Algebra y 
Trigonometrfa . Asi , podemos transformar una ecuaci6n algebraica en 
otra ecuaci6n cada una de cuyas rafces sea el triple de la raiz corres- 
pondiente de la ecuacicin dada ; o podemos transformar una expresi6n 
trigonom6trica en otra usando las relaciones .trigonom6tricas funda- 
mentales. 

DEFINICI~N. Una lransjormaci6n es una operaci6n por la cual 
una relacibn, expresicin o figura se cambia en otra siguiendo una 
ley dada . 

Analiticmente , la ley ye expresa por una o m i s  ecuaciones llama- 
das ecuaciones de Ir~nsformucidn . 

49. Transformaci6n de coordenadas. Consideremos una circun- 
ferencia de radio r cuya ecuaci6n estO dada en la forma ordinaria 
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siendo las coordenadas (h , k )  del centro Ot diferentes de cero (figu- 
ra 65).  Si esta circunferencia , sin cambiar ninguna de sus caracteris- 
tieas, se coloca con eu centro en el origen 0 ,  su ecuaci6n toma la 
f orma m&s simple , o fonna can6nica , 

Fig.  65 

Pero se puede obtener lo mismo sin mover la figurrt . En vez de llevar 
la circunferencia a que su centro coincida con el origen, podemos 
mover 10s ejes coordenados paralelamente a si mismos, respect<iv~- 
mente , en el plano coordenado , de manera que el origen 0 coincidn 
con el centro Ot (h ,  k )  de la circunferencia y 10s ejes coordenados 
tomen las posiciones paralelas designndas por 10s nucvos ejes X' y Yt 

en la figura 65. Sea P un punto 
Y cualquiera d e 1 a circunferencia . 

Vemos entonces , que moviendo 10s 
cjcs coordenados paralelamente a ~i mismos , hemos transformado las 
coordenadas ( x ,  y )  de un punto cualquiera de la circunferencia en 
Ins coordenadas ( z t ,  y l )  y corno resultado hernos transformado la 
ecuaciGn ( 1 ) en la forma m8s simpl(: ( 2)  . La operaci6n de movcr 10s 
cjes coordenados en el plano coordcnado a una posici6n difercntc, de 
mnnera que 10s nuevos ejes sean , respectivamente , paralelos a 10s pjes 
pl-imitivos, y dirigidoa en cl mismo sentido, se llama traslacidn de 10s 
ejes coordenados . 

Veremos mhs adelante (Art. 51) que algunas ecuaciones pueden 
traneformarse tnmbidn en ecuaciones de forma mhs simple por una 
rotnciGn de 10s cjcs coordenados cn t3mo de su origen corno punto fijo . 

0 

NOI-A. En las f i guns  de 10s capitulos precedentes hemos designado cada 
uno de loa ejes coordenados por dos letraa, el eje X por XX' y el eje Y por YY'. 
Con el f in de evitar confusi6n m i s  adelante, usaremos, en general, solamente 
ana l e t n  p a n  cada ilno de 10s ejes coordenados, la letra X p a n  el rje X origi- 

A Y' 
4 

Las coordenadas de P referido a 
10s ejes originales X y Y son (r, y), 
pero son diferentes , evidentemen 

02(h,ls) te , si se le refiere a 10s nuevos ejes - 0 - - - - - - - + x1 X I  y Y I .  h i g n e m o s  las nuevas 
I 
I coordenadas de P por ( z l ,  y t )  . 

Entonces la ecuaci6n de la circun- 
I ferencia referida a1 nuevo sistema 

tX de ejes est& dada por la simple for- 
ma candnica 
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nal y la letra Y para el eje Y original. Reservaremos las letras Xt, Y t .  XIt, Y t t .  
para 10s nuevos ejes coordenados obtenidos por  traslaci6n o rotacidn. Esta nuera  
convencidn ya ha sido adoptada en la  figura 65. 

50. Traslaci6n de 10s ejes coordenados. P a  r a simplificar las 
ecuaciones, mediante traslaci6n de 10s ejes coordenados, se requiere 
el siguiente teorema : 

TEOREMA I .  Si se tras!a&n 10s ejes coordenados a un nuevo origen 
0' (h , k )  , y si las coordenadas de cualquier punto P antes y despuks de la 
traslacidn son ( x  , y)  y (xt , y I )  , respeciivamente , laa ectrwiones de 
transjormacibn del sistema primitive a1 nuevo sistema de corndenadas son 

I h x 

Fig.  66 

DEMOSTRACI~N. Sean (fig. 66) X y Y 10s ejes primitivos y 
X y Y 10s nuevos ejes , y Sean (h  , k )  las coordenadas del nuevo ori- 
gen Of con referencia a1 sistema original. Desde el punto P , trazamos 
perpendiculares a ambos sistemas de ejes, y prolongamos 10s nuevos 
ejes hasta que corten a 10s originales , tal como aparece en la figurs. 

Usando la relaci6n fundamental para scgmentos rectilfneos diri- 
gidos , dada en el Artfculo 2, tenemos, inmediatamente , de la figura , 

Z = O D = O A + A D = O A + O ' C = ~ + Z ' .  
Antiloganlente , - 

~ = O F = O B + B F = O B + O ~ E = ~ + ~ ~ .  
Ejemplo 1. Transformar la ecuacidn 

xa - 3 x a  - yz + 3x + 4y - 5 = 0 

trasladando 10s ejes coordenados a1 nuevo origen (1. 2 ) .  T raza r  el lugar geo- 
mitrico,  y 10s dos sistemas de ejes. 
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Solucibn. Por  el teorema 1, las ecuaciones de transformacidn son 

Si susti tuimos estos valores de x y y en la ecnaci6n ( I ) ,  obtenemos 

Desarrollando y simpL3icando esta ultima ecuaci6n, obtenemos la ecuaci6n 
transformada buscad? 

x l a  - y l a  = 0. (2) 

P o r  10s mCtodos estudiados en el Articulo 19, podemos ficilmente (fig. 67) 
trazar el lugar geomhtrico de la ecua- 

Y cion (2) con respecto a 10s nuevos ejes 

,, Y' XI y Y t ,  El  lector reconocerd este lu-  
il, gar geomhtrico como la parabola semi- 

clibica (Art.  17).  Debe observarse que 
la figura es tamhien la grafica de la 
ecuaci6n (1) referida a 10s ejes origina- 
les X y Y .  Evidentemente que es mu-  
cho mas ficil  trazar el lugar geomitrico 
usando la ecuaci6n (2) q u e usando 
la ( 1 ) .  

*x' 
En el ejemplo 1, se especific6 

el nuevo origen. Usualmente, sin 
;X embargo, no se dan las coordena- 

das del nucvo origen, sin0 que 
deben ser determinadas. El pro- 
cedimient,~ a seguir en tal caso 
estd i n d i c a d o en el siguiente 
ejemplo . 

Fig.  67 
Ejemplo 2. Por  una traslaci6n de 

10s ejes coordenados, transformar la ecuaci6n 

en otra ecuacibn que carezca de t irminos de primer grado. Trazar  su lugar geo- 
metilco y ambos sistemas de ejes coordenados. 

Solucibn. E n  este caso particular podemos usar dos mCtodos diferentes, 
siendo el primer0 el m6s general. 

Primer mi todo.  S i  susti tuimos en la ecuacidn (3) 10s valores de x y y 
dados por  las ecuaciones de transformaci6n en el teorema 1, obtenemos la ecua- 
cidn transformada 

la cual, deapuk~  de drsarrollar y agrupar tirminoa aemejantes, toma la forma 
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C o m o  la ecuaci6n transformad3 debe carecer d~ thrminos de primer grado ,  igua- 
laremos a cero 10s coeficientes de x1 y y' en la ecuacion ( 4 ) .  T e n d r e m o s  

de donde ,  

P o r  t a n t o ,  el nuevo  origen es el p u n t o  (- 3,  1 ) .  S i  sus t i tu imos  estos valores 
de h y k en ( 4 ) ,  obtenemos la ecuacidn buscada 

x/a - 4y'a - 4 = 0. ( 5 )  

El lugar  geomitr ico,  una h i p i r b o l a ,  e s t i  t razado  en la f igura 68. 

Fig .  68 

Segundo m i t o d o .  E n  el caso de ecuaciones de segundo grado  que carezcan 
del termino en x y ,  es pos ib le  efectuar la t ransformaci6n completando 10s cua- 
drados.  Es te  m i t o d o  se enseii6 previamente en el A r t i c u l o  40 para la circunfe-  
rencia. A s i ,  10s t i r m i n o s  de la ecuaci6n (3)  pueden ordenarse en la forma 

Comple tando  cuadrados, obtenemos 

( x a + 6 x + 9 ) - 4 ( y a - 2 y + 1 ) =  - 1 + 9 - 4 .  
de donde.  

( X  + 3 ) 2  - 4 ( y  - 1 ) s  = 4. (6)  

S i  en la ecuacion (6) hacemos las sust i tuciones 

x + 3 = x 1 ,  y - l = y l ,  

obtenemos la ecuacidn ( 5 ) .  Evidentemente,  de (7) se deducen las ecuaciones 
de transf ormacibn:  

x = x 1 - - 3 ,  y = g l + l .  

E n  el enunciado del ejemplo 2 se ha indicado el tip0 de simplifica- 
ci6n deseado ; si en algbn problen~a no se especifica , debemos efectuar 
la rnkima simplificaci6n posible . 

Ejemplo 3. P o r  una traslaci6n de ejes s impiif icar  la ecuaci6n 

y2 - 4x - 6y + 17 = 0. (8) 
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Solucidn. Frocediendo como en el primer ml todo del ejemplo 2, susti tui-  
remos en la ecuacion (8) 10s valores de x y y dados por las ecuaciones de tras- 
formacidn en el teorema 1. Tendremos: 

( Y ' + k ) 2 - 4 ( ~ t + h ) - 6 ( y t + k ) +  17 = 0 .  

que puede escribirse en  la forma 

y'z - 4xt + (2k - 6 )  y' + k' - 4h - 6k + 17 = 0. (9) 

Nucstro siguiente paso es deterrninar lor valores de h y k que simplifiquen la 
ecuaci6n (9 ) .  E n  este caso no podemos hacer que ae anule el tdrmino en x', ya 
quo su coeficiente es - 4, pero podemos eliminac el thrmino en y' y el t l rmi-  
no independiente. De acuerdo con esto escribimos 

2 k  - 6 = O  y k a - 4 h  - 6 k + 1 7 = 0 ,  
de donde. 

k = 3  y h = 2 .  

Para estos valores de h y k ,  la ecuacidn (9) se reduce a la forma 

EJEBCICIOS. Grupo 20 

Para cada ejercicio es conveniente t n z a r  el lugar geomftrico y ambos sistemas 
de ejes coordenados. 

E n  cada uno de 10s ejercicioa 1-5, transf6rmese la ecuacidn dada trasladando 
10s ejes coordenados a1 nuevo origen indicado. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 6 10. por una traslaci6n de ejes, transf6rmese la 
ecuacion dada en otra que carezca de thrminos de primer grado. Usese el primer 
mitodo del ejemplo 2, Articulo 50. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 11-15, por  una traslaci6n de 10s ejes coordena- 
dos, transfdrmese la ecuacidn dada en otra que carezca de t lrminos de primer 
grado. Usese el segundo mitodo del ejemplo 2, Articulo 50. 



TRANSFORMACION DE COORDENADAS 

E n  cada uno de 10s ejercicios 16-20, simplifiquese la ecuaci6n dada por una 
traslaci6n do 10s ejes coordenados. 

51. Rotacidn de 10s ejes coordenados. Para simplificar 1:~s ecua- 
ciones por rotaci6n de 10s ejes coordenados, necesitamos el siguiente 
teorema : 

TEOREMA 2 .  Si  10s ejes coordenados giran un dngulo 9 en torno de 
su origen como centro de rotaci6n , y las coordenadas de un punto cual- 
quiera P antes y despuds de la rotacidn son (x , y )  y (x , y I )  , respec- 
tivamente, las ecuaciones de transformacidn del sistema original a1 nuevo 
sistemn de coordenadas estdn dadas por 

.- 

x = O A  = rcos  (9  + 9 ) ,  (1 

DEMOSTRACI~N . Sean (figu- 
ra 69)  X y Y 10s ejes originales y Y 

De ( 1 ) , por cl Apendioe IC , 6 ,  tenemos 

X y Y 10s nuevos rjes . Desde 
el pupto P tracemos la ordenada Y' 
AP correspondiente a1 sistemn \ 
X , Y , la ordenada A f P  corres- \ 

pondicnte a1 sistema X , Y ' , y \ 
\ 

la I. e c t a O P .  Sea el Angulo 
POAf = 9 y FP = 1.. Por Tri- , 
gonometrh (ApEndice 1C , 1 ) , /or\ 

x = r cos (0 + 9) = r cos 0 cos 9 - r sen 0 sen 9 

I ,  

P 
1% 

/ I \  
/ I \\ 07  x ' 
/,y + 0% , ' 4. \o 1 

L 

A 
*x 

tcncmc* F i g .  69 
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Si en esta liltima ecuaci6n sustituimos 10s valores dados por ( 3 ) ,  
obtenemos la primera ecuaci6u de transformaci6nJ 

z = x1 cos 8 - y1 sen 4 .  

= r sen  (8  4-95) = r sen  8 c o s + +  r cos f l  s e n + ,  

por tanto, de ( 3 )  , tcnemos la segunda ecuaci6n de transformaci611, 

y = XI sen 0 4- y' cos 8 

NOTA. P a r a  nues t ras  apl icaciones,  s e r i  necesario g i ra r  10s ejes coordenados  

-ro so lamente  u n  a n g u l o  suficientemente g rande  para  hacer  coincidir  u n o  de 10s ejes 

I r f l  Y 
coordenados  con una  recta dada f i j a  
cualquiera.  o  pa ra  h a  c  e  r  q u e  sea 

I f  1' Y' ? paralelo a  ella en  el  p l a n o  coordena-  
d o .  D e  acuerdo  con es to ,  r es t r ing i -  

cb 

; s f  remos ,  en general ,  10s valores  del  
i n g u l o  d e  rotacidn 0 a l  i n t e r v a l 0  

w - /r 
d a d o  p o r  

P P O O L  e < 900. 
I + 

(D 3 9 
,X Ejemplo 1. T r a n s f o r m a r  la 

ecuacidn 

rc W 2 x a + v ' 7 x y +  y 3 = 4  (4) 

g i r a n d o  10s ejes c o o r d e ~ a d o s  u n  i n -  
\ g u l o  d e  30". T r a z a r  el l u g a r  geomh- 

t r i co  y a m b o s  s is temas d e  ejes  coor -  
F i g .  70 denados .  

0 a Q D Solucibn. P o r  el teorema 2, las ecuaciones de t r ans formac idn  s o n  

v'7 1 
x = XI cos 30' - y1 sen 30° = - x1  - - 

2 2 4'0 

1 d5 
y = x1 sen 30° + y1  cos 30° = - x 1  + 7 y '. 2 

4 8 S i  s u s t i t u i m o s  estos  valores  de x y y en la  ecuacidn ( 4 ) ,  o b t e n e m o s  

; 1 3 "j 
-g -s 3 + 

( I  " " ,I 
(b 

Desar ro l l ando  y s impi i f i cando  esta e l t i m a  ecuacidn,  o b t e n e m o s  la  ecuaci6n 

5x1' + y" = 8. ( 5 )  

A 
.,- 

E l  l u g a r  geomhtr ico ( f ig .  70) es una  elipse. 
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carezca del t i r m i n o  en x ' y ' .  Traza r  su lugar geomitrico y ambos  
de ejes coordenados. 

So luc ibn .  S i  en la ecuacion (6) sus t i tu imos  10s valores de x y y dados po r  
s ecuaciones de transformaci6n del teorema 2 ,  obtenemos 

' 
4 

c> b 1 

"F :P 9 ( x 1  cos 8 - y1 sen 8 )  2 - 24 ( x '  cos 8 - y1 sen 8 )  ( x l  sen 8 + y' cos 8 )  

' 
En este ejernplo se ha dado el Bngulo de rotacidn. Sin embargo, 

generalmente, el Bngulo de rotacidn debe deterrninarse de rnodo que 
se cumpla alguna condiciGn establecida. La aplicaci6n principal de la 
rotacib de ejes es in elirninaci6n del t6.pnino en zy de las ecuacioner 
de segundo grado . 

+ 16 ( x l  sen 8 + y r  cos 8 )  - 40 ( X I  cos 8 - y' sen 8 )  

E j e m p l o  2. P o r  una rotaci6n de 10s ejes coordenados, t ransformar la 

Q " i  cuaci6n 

- 3  9x2 . -  24xy  + 16y2 - 40x - 30y = 0 ( 6 )  

- 30 ( x l  sen 8 + y1 cos 8 )  = 0 ,  

la cual ,  despuis de efectuor el desarrollo y agrupar  10s t i rminos ,  toma la forma 

L G  
+ 9 

( 9  cos2 8 - 24 cos 8 sen 8 + 16 sen2 8 )  x I2 + (14 sen 8 cos 8 + 24 sen2 8 

- 24 cos2 8 )  x 1  y' + ( 9  sen2 8 + 24 sen 8 cos 8 + 16 cos2 8 )  y12 

- (40 cos 8 + 30 sen 8 )  x' + (40 sen 8 - 30 cos 8 )  y1 = 0.  ( 7 )  

-% C o m o  la ecuaci6n transformada debe carecer del t i rm ino  en x 1  y', igualamos el 
I coeficiente de x l y '  en ( 7 )  a cero y obtenemos 

14 sen 8 cos 0 + 24 sen2 8 - 24 cos2 8 = 0 .  

t r(Ahora bien. sen 28 = 2 sen 8 cos 8 y cos 2r/ = cos2 8 - sen' 8 (Aplndice I C ,  7 ) .  
bd P o r  tan to ,  la iiltima relaci6n puede escribirse 

7 sen 28 - 24 cos 28 = 0 ,  
de donde. 

24 tg 28 = -. ' 0 7 
'a F) 

P o r  la no t a  del teorema 2 ,  el angulo  8 estara restr ingido a estar en el primer f cuadrante. de manera que 28 es ta r i  en el primer0 o en el s rgundo cuadrante en 
(bdonde el coseno y la tangente de un i n g u l o  tiene el mismo signo.  D e  manera 

f$ §sernejante, sen 8 y cos 8 no  ser in  negativos. P o r  tan to ,  po r  el valor de tg 28 
dado arriba,  tenemos 

7 cos 28 = -. 
25 

:Para efectuar la  simplificaci6n de Ia ecuaci6n (7). necesitamos 10s valores - de sen 8 y cos 8 ,  que  pueden obtenerse p o r  las fbrmulas  del angulo  mitad de  7 w%rigonometria (Aplndice IC ,  8).  

-w y 
u 

-4 
4 
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4 cos 0 = 4 1 + COS 20 = 4 1 % b  - T ,  
2 

Si susti tuimos estos valores de sen 0 y cos B en la ecuaci6n (7) .  tenemos 

la cual se reduce a la ecuaci6n transformlda buscada, 

E l  lugar geornitrico, una paribola,  es t i  representada en la f igura 71. 

NOTA. Evidentemente, es mucho 
Y mis  fdcil trazar cl lugar geomhtrico de 

la ecuaci6n (8) con respecto a 10s ejes 
Y' XI y Y 1  que trazar el de la ecuaci6n (6) h 

\ con respecto a 10s ejes X y Y. M i s  

\. aha,  las propiedades de la par ibola  
pueden obtenerse m i s  ficilmente 3 par- 
t ir  de la ecuacidn (8) que es la m i s  sen- 
cilla. E l  estudiante puede, sin embar- 
go. pensar que estas ventajas no  son ,'o \ 
sino una compensaci6n de 10s cilculos 
necesarios para transforniar la ecuaci6n 

Fig.  71 (6) en la (8 ) .  E l  problema general 
de la supresi6n del t i rmino  en xy de la 

ecuaci6n de segundo grado seri  considerado rnis adelante (Capi tu lo  IX) , y se 
veri  entonces como la cantidad de cilculos se reduce considcrablemente. 

EJERCICIOS. Grupo 21 

Para cada ejercicio el estudiante debe d ibujar  el lugar geomltrica y ambos 
sistemas de ejes coordenados. 

1. Hallar las nuevHs coordenadas del p u n t o  (3. - 4) cuando 10s ejes coor- 
denados giran un ingu lo  de 30". 

2. Hallar las nuevas coordenadas de 10s puntos  ( I .  0 )  y (0,  1 )  cuando 10s 
ejes coordenados giran un i n g u l o  de 90'. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 3-8, hailar la transformada de la ecuacidn dada. 
a1 girar 10s ejes coordenados un ingu lo  igual a1 indicado. 

3. 2x + 5 y  - 3  = 0 ;  arc tg 2,5. 
4. x' - 2xy + y2 - X = 0 :  45". 
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4-E 
6. 5 . ~ a + ? ~ y  + y a  - 4  = 0 ;  arcsen- 10 ' 

7 .  l l x a  + 24xy + 4ya - 20 = 0 ;  arc tg 0.75.  

8 .  x * + y ' + 6 x a y a - 3 2 - 0 ;  45'. 
9 .  Por  r o t a c i 6 n de l o s ejes coordenados, transformar la ecuaci6n 

2x - y - 2 = 0 en ot ra  quo carezca del r l rmino en X I .  

10. P a r  r o t a c i 6 n de l o s ejes coordenados, transformar la ecuacidn 
x + 2y - 2 = 0 en otra que carezca del t i rmino  en yl .  

E n  cadr uno  de 10s ejercicios 11-16, por una rotation de 10s ejes coordena- 
dos, transformese la ecuacion dada en otra que carezca del t i rmino  en x1 yl. 

1 7 .  La ecuaci6n de una circunferencia es x 2  + y2 = ra. Demostrar que la 
forma de esta acuaci6n n o  se altera cuando se refiere a 10s ejes coordenados que 
han girado cualquier bngulo 8. Se dice que esta ecuaci6n es invar ian te  por 
rotaci6n, 

1 8 .  Deducir las ecuaciones de transformaci6n del teorema 2 (Art .  51) cuan- 
d o  el i ngu lo  B es obtuso.  

1 9 .  Las ecuaciones de transformaci6n del teorema 2 (Art .  51) pueden con- 
siderarse como un sistema de dos ecuaciones en las dos incognitas x1 y y'. Para 
cualquier valor de 8, demuistrese que el determinante de este sistema es la uni -  
dad y,  por tanto,  que por la regla de Cramer (Apendice IB, 6 )  el sistema tiene 
una unica soluci6n para x1 y y' dada por 

S' = x cos 8 + y sen 8 ,  

y' = - x sen 8 + y cos 0 .  

Estas ecuaciones se llaman ecuacionss reciprocas de las originales de transfor- 
maci6n. 

20. P o r  una rotaci6n de 4 j 0  de 10s ejes coordenados, una cierta ecuaci6n se 
transform6 en 4x'a-9yI2 = 36. Hallese la ecuacion original usando el resultado 
del ejercicio 19. 

52. Simplification de ecuaciones por transformaci6n de coordenadas. 
Acabamos de ver que, por una traslaci6n o una rotlci6n de 10s ejes 
coordenados, es posible transformar muchas ecuaciones en formas 
m6s simples. E s  entonces 16gico inferir que se puede efectuar una 
simplificacidn mayor ahn aplicando ambas operaciones a la vex. Si 
una ecuaci6n es transformada en una forma m6s simple por una tras- 
laci6n o una rotaci6n de 10s ejes coordenados, o por ambas, el pro- 
ceso se llama simplificacidn por transjormacidn de coordenadas . 

Consideremos primer0 el caso en que una traslaci6n de 10s ejes 
coordenados a un nuevo origen O 1 ( h ,  k )  es seguida por una rotaci6n 
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de 10s ejes trasladados en torno de O 1  de un Angulo 6 ,  tal como se 
indica en la figura 72. Si P es un punto cualquiera del plano coorde- 
nado, Sean ( x ,  y )  , ( X I ,  y l )  y ( x " ,  yl1j  sus coordenadas referido, 
respectivamente, a 10s ejes originales X y Y ,  a 10s ejes trasladados 
X I  y Y ' ,  y a 10s ejes girados XI1 y Y l 1 .  Por el teorema 1  del Ar- 
ticulo 50,  

x = x l + h ,  \ 
y = y l + k ;  

( 1 )  

y por cl teorema 2 del Articulo 51  , 

x1 = xI1 cos 0  - y 1  sen 0  , \ 
= xll sen B + yl1 cos o . / 

F i g .  72 

Si sustituimos en ( 1 )  10s valores de x1 y y1 dados por ( 2 )  obtenemos 
las ecuaciones buscadas de transformaci6n : 

x  = XI' cos 0 - y 1  sen e + h  , \ 
y  = xll sen e + y'l cos e + k .  / ( 3 )  

Puede dernostrarse que las ecuaciones de transforrnaci6n ( 3 )  son 
verdaderas aun cuando el orden de transforrnaci6n se invierta, es 
decir , cuando una rotaci6n vaya seguida de una traslaci6n. Tenemos 
pues, el siguiente teorema : 

TEOREMA 3 .  Si efectuamos un cambio de ejes coordenados medianle 
una traslacidn y  una rotaci6n, tomadas en cualquier orden, y las coor- 
denadas de cualquier punto P referido a 10s sistemas original y final 
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son (x , y) y (x" , yI1) , respectivamente, las ecuaciones de transjorma- 
cibn del si.stema original a1 nuevo sistema de coordenadas son 

x = xrl cos 9 - yI1 sen 9 f 11, 

en donde 9 es el dngulo de rotacidn y (h ,  k )  son las corndenadas del 
nuevo origen referido a 10s ejes coordenados originales. 

NOTAS. I .  Las ecuaciones de transformaci6n dadas por el teorema 1 del Ar -  
ticulo 50. teorema 2 del Articulo 51 y teorema 3 anterior son todas relaciones 
lincales. De aqui que el grado de la ecuaci6n transformada no pueda ser mayor 
que el de la ecuacion original. N i  tampoco puede ser menor: porque si lo  fuera. 
podriamos, por transformaci6n de coordenadas, regresar la ecuaci6n transfor- 
mada a su forma original y elevar asi el grado de la ecuacion. Pero acabamos de 
ver que erto er imposible. P o r  tanto, el grado de una ecuacidn n o  se altera po t  
tranrformacidn de coordenadar. 

2. Aunqae las ecuaciones de transFormaci6n dcl teorema 3 pueden emplearse 
cuando se van a efectuar simultineamente una traslaci6n y una rotation, es, 
generalmente, mas sencillo. efectuar estas operaciones reparadamente en dos 
pasos diferentes. El  teorema 3 explica que el orden de estas operaciones n o  tiene 
importancia. Sin embargo, en el caso de una ecuaci6n de segundo grado en la 
cual 10s t irminos en xa, ya y xy forman un cuadrado perfecto, 10s ejes deben 
girarse primero y trasladarse despuis (ver el ejercicio 10 del grupo 22) .  Esrc caso 
particular seri  estudiado mis  adelante en el Capi tu lo  IX. 

E jemplo .  Por  transformaci6n de coordeoadas, simplificar la ecuaci6n 

Tricese el lugar geomitrico y todos 10s sistemas de ejes coordenados. 
Solucibn. Como 10s t irminos de segundo grado en (4) no  forman un cua- 

drado perfecto, podemos primero trasladar lor ejes a un nuevo origen ( h ,  k )  . 
Por  tanto,  usando Ias ecuaciones de tranrformacidn del teorema 1 (Art .  50).  
obtenemos, de  la ecuacibn (4) .  

la que, despuis de desarrollar, simplificar y agrupar t irminos,  toma la forma 

Para eliminac 10s t irminos de primer gtado en (5) .  igualamor ens coeficientes 
a ceto. Eato nos da el sistema 
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cuya soluci6n es h - 1, k = 2. Sustituyendo estos valores de h y k en (5 )  , 
obtenemos 

3x1' - 2 x 1 y '  + 3y12 - 2  = (3. (6 )  

A continuaci6n. p a r  rotacibn de 10s ejes. usando Ias ecuaciones de trsnsfor- 
111aci6n del tearerrla 2 (Arr.  5 1 ) .  obtenemos, de la ecuaci6n ( 6 ) ,  

3 ( x "  cos B - y "  sen 8 )  a - 2 (xI1 cos B - LJ'I sen 8 )  (XI' sen B + y "  cos 8 )  

+ 3 (x"  sen B + y" cos B )  - 2 - 0, 

Fig. 73 

la cual se reduce a 

(3  cosZ @ - 2 sen 0  cos 0  + 3  sen2 I ) )  x" a + ( 2  senZ 0 - 2 cod* B) xl' y" 

+ (3 sen2 B + 2 sen B cos 0 + 3 cosz 0)  y'Iz - 2 = 0. ( 7 )  

Para eliminar el tiranino en x" y "  de ( 7 ) .  igualamos sus coeficiente a cero, y 
obtenemos 

2 sen" - 2 cos2 0 = 0, 

de donde B = 4 5 O  de acuerdo con la nota a1 teorema 2  (Art .  51) . Sustituyendo 
este valor de 0  en ( 7 ) ,  y simplificando, obtenemos la ecuaci6n buscada. 

X l l S  J- 2 1 1 2  - 1 =; 0. 
8 Y (8)  

E n  la figura 73 se han trazado el lugar geomitrico de la ecoaci6n (8) , una 
elipse, y todos 10s sinternas de ejes coordenados. 
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EJERCICIOS. Grupo 22 

Para  cada ejercicio el estudiante debe d ibuja r  el lugar  geomi t r ico  y todos 10s 
sistemas de ejes coordenados. 

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 1-5, s implif iquese la ecuaci6n dada p o r  t rans-  
formaci6n de coordenadas. 

6. T r a z a r  el lugar geomi t r ico  del ejercicio 1 ap l icando  directamente 10s 
m i t o d o s  del A r t i c u l o  19. 

7. T r a z a r  el Iugar geomitr ico del ejercicio 2 directamente p o r  10s m i t o d o s  
del Ar t icu lo  19. 

8. P o r  transformaci6n de coordenadac, demukstrese q o e  la  ecnaci6n gene- 
ral de una recta, A x  + By + C = 0, puede tmnsformarse en  y" = 0 ,  que es la 
ecuacidn del eje X I 1 .  

9. P o r  transformacidn de coordenadas, demuistrese que  la ecuacirin general 
de una recta, A s  + By + C = 0, puede transformarse en x"  = 0, que es la 
ecuaci6n del eje Y " .  

10. Hal la r  las coordenadas del nuevo  origen si 10s ejcs coordenados se tras-  
ladan de manera que la ecuaci6n A x 2  + Bxy + C q 2  + D X  + Ey $ F = 0 se 
transforma en  orra ecuaci6n que  carezca de t i r m i n o s  de pr imer  grado.  

11. Hal la r  las nuevas ordenadas del p u n t o  ( -  1,  3 )  cuando 10s ejes coorde- 
nados son trasladados pr imer0  a1 nuevo  origen (4, 5 )  y d e s p u h  se les gira un  
a n g u l o  de 60a. 

12. Hal la r  las nuevas coordenadas del p u n t o  (?, 2)  cuando lo9 ejes coorde- 
nados son girados pr imero  un  i n g u l o  de 45Oy despuis  son  trasladados a l  nuevo  
origen (- 1,  1) . 

13. P o r  traslacion de 10s ejes coordenados al nuevo  origen (3, 3 )  y despuis  
rotacion en u n  angulo  de 30°, las coordenadas de un  cierto p u n t o  P se t m n s f o r -  
man en (7. 6 )  . Hdllense las coordenadas de P con respecto a 10s ejes originales.  

14. P o r  traslacion de 10s ejes coordenados al nuevo  origen (1, 1 )  y luego 
rotacion de 10s ejes en un  i n g u l o  de 45", la ecuacion de cierto lugar  geomi t r ico  
se t ransform6 en x"  a - 2 y  / I 2  = 2. Hal la r  la ecuaci6n del lugar  geometric0 con 
respecto a 10s ejes originales.  

15. Demostrar ,  anali t icamente,  que  la distancia entre dos  p u n t o s  en el pla-  
n o  coordenado n o  se altera (es invar ian te )  con la t ransformaci6n de coorde- 
nadas.  

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 16-20, hi l lese la ecuacion del lugar  geometrico 
del p u n t o  movi l  y s implif iquese p o r  t ransformaci6n de coordenadas. 

16. E l  p u n t o  se mueve de tal  manera que su  distancia del p u n t o  (- 2, 2) es 
siempre igual  a  su distancia a la recta x  - y + 1 = 0. 

17. E l  p u n t o  se mueve de tal  manera que  la suma de sus  distancias a  lob 
dos  p u n t o s  ( I !  1 )  y (- 1, - 1)  es siempre igual  a  4. 
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18. E l  pun to  se mueve de tal rnanera que su distancia del punto  (2 .  1) es 
siempre igual al  doble de su distancia de la recta x + 2 y  - 2  = 0.  

19. E l  pun to  se mueve de tal manera quo su distancia de la recta 

or siempre igual a1 doble do su distancia del pun to  ( -  1, 1 ) .  
20. E l  p u n t o  so mueve do tal manera quo la diferencia de sus distancias a 

108 dos puntos  (1 ,  4) y (- 2, 1) es siempre igual a 3 .  



CAPITULO VI 

L A  P A R A B O L A  

53. Int~oducci6n. En su estudio previo de Geometrfa elemental , 
el estudiante conoci6 dos lfneas : la lfnea recta y la circunferencia. 
Las dos lfneas ya han sido estudiadas desde el punto de vista analftico . 
Ahora comenzamos el estudio 
de ciertas curvas planas no 1 
inclufdas , ordinarinmente , en 
un cuno de Geometria ele- 
mental. Empezaremos con la 
curva conocida con el nombre 
de partibola. 

54. Def ln ic iones .  La 
ecuaci6n de la partibola la 
deduciremos a partir de su a 

definici6n como el lugar geo- 
mdtrico de un punto que se 
mueve de acuerdo con una ley 
especificada . 

DEFINICI~N . Una par&- 
bola es el lugar geomdtrico de 
un punto que se mueve en un 
plano de tal manera que su Fig .  74 
distancia de una recta fija, 
situada en el plano , es siempre igual a su distancia de un punto fijo 
del plano y que no pertenece a la recta. 

El punto fijo se llama joco y la recta fija directriz de la padbola. 
La definici6n excluye el caso en que el foco cstB sobre la directriz. 

Designemos por F y 1 (fig. 74) , el foco y la directriz de una 
. partibola , respectivamente . La recta a que pasa por F y es perpen- 
dicular a 1 se llama eje de la partibola. Sea A el punto de intersec- 
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ci6n del eje y la directriz. El punto V ,  punto medio del segmen- 
to A F ,  est.4, por definici6n, sobre la par6bola ; este punto se llama 
ve'rtice. El segmento de recta, tal como BB' , que une dos puntos 
cualesquiera diferentes de la par4bola se llama cuerda; en particular, 
una cuerda que pasa por el foco como C C t  , se, llama cuerda jocal. 
La cuerda focal LU perpendicular nl eje se llama lado recto. Si P es 
un punto cualquiera de la parkbola, la recta FP que une el foco F 
con el punto P se llama radio jocal de P , o radio vector. 

55. Ecuacidn de la parAbola de vertice en e l  origen y eje un eje 
coordenado. Veremos que la ecuaci6n de una partibola toma, su forma 
mhs simple cuando su vbrtice esth en el origen y su eje coincide con 

uno de 10s ejes coordenados. De 
1 Y acuerdo con esto , consideremos la 

partibola cuyo vhrtice estk en el 
origen (fig. 75) y cuyo eje coincide 

A con el eje X .  Entonces el foco F ' 
est4 sobre el eje X ; sean ( p , 0) 
sus coordenadas . Por definicibn de 

> X  partibola , la ecuaci6n de la direc- 
triz 1 es z =  - p .  Sea P ( x ,  y )  
un punto cualquiera de la parhbola. 
Por P tracemos el segmento PA 
perpendicular a 1.  Entonces , por 
la definici6n de paritbola, el pun- 
to P debe satisfacer la condici6n 

x = - p  geomhtrica 
Fig. 75 

Por el teorema 2 del Artfculo 6 ,  tenemos 

y por el teorema 9 (Art.  33) , tenemos 

Por tanto , la condici6n geomhtrica ( 1 ) esiA expresada , analitica- 
mente ; por la ecuaci6n 

Si elevamos al cuadrado ambos mieinbros de esta ecuacion y simplifi- 
camos, obtenemos 

y2 = 4 p 2 .  (2)  
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Reciprocamente , sea Pl(z1 ,  y l )  un punt0 cualquiera cuyas coor- 
denadas eatisfagan ( 2 ) .  Tendremos : 

Si sumamos ( X I  - p)' a ambos miembros de esta ecuaci6n , y extrae- 
mos la raiz cuadrada , obtenemos, para la raiz positiva , 

que es la expresi6n analitica de la condici6n geomCtrica ( 1 )  aplicada 
a1 punto P I .  Por tanto, Pi est4 sobre la parhbola cuya ecuaci6n est4 
dada por ( 2 ) .  

Ahora discutiremos la ecuaci6n ( 2 )  siguiendo el metodo explicado 
en el Articulo 19. Evidentemente , la curvn pasa por el origen y no 
tiene ninguna otra intcrsecci6n 
con 10s ejes coordenados. La Y 1  
dnica simetrIa que posee el lugar 
geometrico de ( 2 )  es con res- 
pecto a1 eje X.  Despejando y 
de la ecuaci6n (2) , tenemos : 

y =  *2dpz. ( 3 )  

Por tanto, para valores de y 
reales y diferentes de cero , p  y z 
deben ser del mismo signo . Se- 
glin e s t, o , podemos considerar 
doscasos: p > O  y p < 0 .  

= X 

Si p > 0 , d e b  e n  excluirse z= - p ,  p<O 
todos 10s valores negativos de z , Fig. 76 
y todo el lugar geometric0 se 
encuentra n la derecha del eje Y .  Conlo no se excluye ningdn valor 
positivo de z ,  y como y puede tomar todos 10s valores reales , el lugar 
geometrico de (2)  es una curva abierta que se extiende indefinidamente 
hacia la derecha del eje Y y hacia arriba y abajo del eje X .  Esta posi- 
ci6n es la indicada en la figura 75, y se dice que la pariibola se abre 
hacia la derecha . 

Anblogamente , si p  < 0 ,  todos 10s valores positivos de x deben 
excluirse en la ecuaci6n ( 3 )  y todo el lugar geometrico aparece a la 
izquierda del eje Y .  Esta posici6n esth indicada en la figura 76, y , 
en este caso, se dice que la padbola se abre hacia la izquierda. 

Es  evidente que la curva correspondien te a la ecuaci6n ( 2)  no tiene 
adntotas verticales ni horizontales. 
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Seg6n la ecuaci6n (3) , hay do8 puntos sobre la partibola que tienen 
abscisa iqual a p ; uno de ellos tiene la ordenada 2 p  y el otro la orde- 
nada - 2 p .  Como la abscisa del foco es p ,  se sigue (Art. 54) que 
la longitud del lado recto es igual a1 valor absoluto de la cantidad 4p. 

Si el vBrtice de la partibola estti en el origen y su eje coincide con 
el eje Y , se demuestra , antilogamente , que la ecunci6n de la parti- 
bola es 

z2 = 4py, (4 

en donde el foco es el punto (0,  p ) .  Puede demostrsrse fticilmente 
que , si p > 0 , la partibola se abre hacia arriba (fig. 77 [ a 1) ; y , si 
p < 0 ,  la partibola se abre hacia abajo (fig. 77 [ b I ) .  La discusidn 
completa de la ecuaci6n (4)  se deja como ejercicio a1 estudiante. 

I 

(a) 
Fig. 77 

Las ecuaciones (2 )  y (4)  se llaman a veces la primera ecuacidn 
ordinaria de la pardbola. Como son las ecuaciones m6s simples de la 
pardbola , nos referimos a ellae como a las formas can6nicas. 

Los resultados anteriores se resumen en el siguiente 

TEOREMA 1 .  L a  ecuacidn de una pardbola de vdrtice en el origen y 
eje el eje X , es 

y2 = 4px, 

en donde el joco es el punto ( p ,  0 )  y la ecuacidn de la direclriz es 
x = - p . S i  p > 0 ,  la pardbola se abre hacia la derecha; si  p < 0 ,  
la pardbola se abre hacia la izquierda. 

S i  el eje de una pardbola coincide con el eje Y , y el vMice estd en el 
origen, su ecuacidn es 

x2 = 4py,  

en donde el foco es el punto (0, p )  , y la ecuacidn de la dzrectriz es 
y = - p .  S i  p > 0 ,  la pardbola se abre hacia arriba; si p < 0 ,  la 
pardbota se abre hacia abajo . 
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En cada caso, la longitud del lado recto estd dada por el valor absoluto 
de 4p , que es el coe$ciente del tbrmino de primer grado . 

Ejemplo .  Una pa.ribola cuyo virtice es t i  en el origen y cuyo eje coincide 
con el eje Y pasa por el pun to  (4, - 2). R'allar la ecuacibn de la paribola, las 
coordenadas de su foco, la ecuaci6n de su directriz y la longitud de su lado recto. 
Trazar  la grifica correspondiente. 

Solucibn.  Por  el teorema 1, la ecuaci6n de la paribola es de la forma 

Como la paribola pasa por el pun to  (4, - 2 ) ,  las coordenadas de este punto  
deben satisfacer la ecuaci6n (4). y 
tenemos Y 

16 = 4p ( -  2) . 1 
de donde, p = - 2, y la ecuaci6n y=2 
buscada es 

xa = - 8y. 0 

Tambi in ,  por  el teorema 1, el foco 
es el pun to  (0, p). o sea. (0, -2). 
la ecuaci6n de la directriz es 

Y e -  P 1 

o sea, y = 2, 

1 
Fig. 78 

y la longitud del lado recto es ]4p 1 = 8. E n  la figura 78, se ha trazado el lugar 
geomltrico. foco, directriz y lado recto. 

EJERCICIOS. Urupo 23 

Dibujar  para cada ejercicio la grifica correspondiente. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 1-4, hallar las coordenadas del foco. la ecuaci6n 
de la directriz y la longitud del lado recto para la ecuaci6n dada, y discutir el 
lugar geomitrico correspondiente. 

1.  yS = 1 2 ~ .  3 .  y' + 8% = 0. 
2 .  xS = 12y. 4 .  x 2  + 2y = 0. 
5. Deducir y discurir la ecuaci6n ordinaria x9 = 4py. 
6. Hallar un procedimiento para obtener puntos  de la parabola por  rnedio 

de escoadras y cornpis, cuando so conocen el foco y la directriz. 
7. Hallar un procedimiento para obtener puntos de la paribola po r  medio 

de escuadras y cornpis, si se dan el foco y el virtice. 
8. Hallar la ecuaci6n de la parabola de vdrtice en el origen y foco el pun-  

to  ( 3 .  0 ) .  
9. Hallar la ecuaci6n de la paribola de virtice en el origen y foco el pun-  

t o  (0. - ?) .  
10. Hallar la ecuaci6n de la paribola de virtice en el origen y directriz la 

recta y - 5 = 0. 
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11. Hal la r  la ecuaci6n de la pardbola de vCrtice en  el  or igcn y d ~ r e c t r i z  l a  
recta x + 5 = 0. 

12. U n a  p a r i b o l a  c u y o  vcrtice e s t i  en el  o r igen  y c u y o  eje coincide con s l  
eje X pasa p o r  el p u n t o  ( -  2 .  4)  . Hal la r  la ecuaci6n d e  la  p a r i b o l a ,  l as  coor -  
denadas del foco ,  la ecuacion d e  la d i rec t r iz  y l a  l o n g i t u d  d e  s u  lado  recto. 

13. U n a  cuerda de la p a r i b o l a  yZ - 4x = 0 es un  sezmento  d e  15 recta 
x - 2 y  + 3 1- 0. Hal la r  su  l o n p i t u d .  

14. Hal la r  la l o n g i t u d  de la cuerda focal  d e  la p a r i b o l a  x 3  + 8y = 0 q u e  e: 
paralela a  la recta 3x + d y  - 7 = 0. 

15. Demost ra r  q u e  la  l o n g i t u d  del  rad io  vector  de cualquicr  p u n t o  
P I  (X I .  yl) de la p a r i b o l a  y2 = 4 p x  es igual  a  I X I  + p 1. 

16. Hal la r  la long i tud  del radio vector  del  p u n t o  de la p a r i b o l a  y2 - 9 x  = 0 
cuya o r d e G d a  IS igual  a  6. 

17. De un  p u n t o  cualquicra de una  p a r i b o l a  se t raza  u n a  perpendicu la r  a l  
c j e .  Dcmost ra r  q u e  esta perpendicular  es media proportional en t re  el l a d o  recto 
y la porc ibn  d r l  eje comprendida entre el v i r t i ce  y el p ie  d e  la perpendicular .  

18. Hal la r  la ecuaci6n d e  la circunferencia q u e  pasa p o r  el vir t ice y 10s p u n -  
recto de la parabola xZ - 4 y  = 0. 
del l ado  recto de u n a  par ibo la  cualquiera se unen con el 
del r j e  con la directr iz .  Demost ra r  q u e  estas rectas son 

perpendiculares en t re  s i .  
20.  U n a  i i rcunferencia c u y o  cen t ro  es el  p u n t o  (4, - 1)  pasa p o r  el foco  

de la par ibo la  x P  + 16y = 0. Demost ra r  q u e  es t angente  a  la d i rec t r iz  de la  
par ibo la .  

21. Hal la r  la ecuacion d e  una par ibo la  t o m a n d o  c o m o  ejes X y Y, el eje 
y la  directr iz  respectivamente. 

E n  cada u n o  de lo r  ejercicios 22-25, ap l icando  la  def in ic ihn  de la par ibo la .  
11allar la ecuaci6n d e  la  parabola a  p a r t i r  de 10s d a t o s  dados.  Reduc i r  la  ecuacion 
a la primera f o r m a  ord inar ia  p o r  t ransforrnacion de coordenadas.  

22. F o c o  ( 3 .  4 ) ,  di rcc t r iz  x - l  = 0.  
23. F o c o  (3 ,  - 5 ) ,  directr iz  y - l  = 0. 

24. Vkrtice (2. 0) . f o c o  (0. 0) . 
25. F o c o  (- 1 ,  I ) ,  d i rec t r iz  x + g - 5 = 0. 

56. Ecuacih de una parabola de vertice (h, k) y eje paralelo a un 
eje coordenado. E'recuenternente nccesitaremos ohtener la ecuaciGn de 
uua padbola cuyo v6rtice no est6 en el origen y cl~yo eje sea pars~lelo , 
y no necesariamente coincidente , a unr, de los ejes coordenados . De 
acuerdo con esto, consideremos la partibola (fig. 79) cuyo vbrtice es 
el punto (h, k )  y cuyo eje es paralelo a1 eje X.  Si 10s ejes coor- 
denados son trasladados de tal manera que el nuevo origen 0' coin- 
cida con el v6rtice (h, k) , sc sigue, por el teorema 1 del Artlcu- 
lo 55,  que la ecuaci6n de In parAbola con referencia a 10s nuevos 
ejes X f  y Y f  estA dada por 



en donde 1as coordenadas del foco F son ( p  , 0) referido 310s nuevos 
ejcs. A partir d r  la ecunci6n dc la pnrtlbola referidah LL 10s ejes oricina- 
les X' y Y ,  podemos obtener In ecuaciGn ( 1 )  usanclo Ins czuacionc.~ 
de t~~iisformnci6n del teorema 1 , Artlculo 50, a saber, 

x = x l + h ,  g = y l + k l  
de donde, 

x l = x - h  , y ' = y - k .  

Si sustitufmos estos valores de x' y y' en la ecuaci6n ( 1 ) , obtenemos 

( y -  k ) 2 =  4 p ( x  - h ) .  ( 2 )  

AnBlogament,e, la parhbols cuyo r6rtice cs ($1 punto ( h  , Ic )  y cuyo 
eje es paralelo a1 eje Y tiene por 
ecuaci6n 

Y 
b Y' 

gunda ecuacidn ordinaria de la I 
pardbola . F i g .  79 

Los r e s u l t a d o s  anteriores, 
junto con 10s obtenidos en el teorema 1 del Articulo 5 5 ,  conducen a1 
siguiente 

(t - h ) 2  = ~ P ( Y  - k )  1 (3)  

en donde I p 1 es la longitud de 
aquella porcibn- del eje com- 
prendida e n t r e el foco y el 
v6rtice . 

Las ecuaciones ( 2 )  y ( 3 )  0 
se 11 a m  a n  , generalmente , se- 

TEOREMA 2 .  La  ecuacidn de una parcibola de virtice ( h  , k )  y eje 
paralelo a1 eje X , es de la jorma 

PX 

siendo 1 p I la lonqilud del segment0 del eje comprendido enlre el joco y el 
vdrtice . 

S i  p > 0 , la pardbola se abre hacia la derecha; si  p < 0, la pardbola 
se abre hacia la izquierda . 

S i  el virtice es el punlo ( h  , k )  y el eje de la pardbola es paralelo a1 
e,je Y , su ecuacidn es de la jorma 

(x- h ) ' =  4p(y--  k ) .  

S i  p > 0 ,  la pardbola se abre hacia arriba; si  p < 0 ,  la pardbola se 
abre hacia abajo . 
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Ejemplo 1. H a l l a r  la ecuaci6n de la  p a r i b o l a  c u y o  v l r t i ce  es el p u n t o  
(3 ,  4 )  y c u y o  foco  es el p u n t o  ( 3 ,  2 ) .  H a l l a r  tambiCn la ecuacion de su  direc-  

t r i z  y  la l o n g i t u d  de s u  l a d o  recto.  
Solucibn. C o m o  el vertice V y el  f o c o  F de una  parabo la  e s t i n  sobre s u  

eje ,  y  c o m o  en este caso cada u n o  de estos  p u n t o s  t iene la misma abscisa 3 ,  se 

F i g .  80  

s igue q u e  el eje a es pa ra le lo  al  eje Y, c o m o  se ind ica  e n  la f i g u r a  80. P o r  
t a n t o ,  p o r  el teorema 2,  la  ecuacion de la p a r i b o l a  es  de la  f o r m a  

C o m o  el v i r t i ce  V es el  p u n t o  (3, 4 ) ,  la  ecuaci6n puede escribirse 

( X  - 3 ) Z  = 4 p ( y  - 4 ) .  

A h o r a  b ien ,  I p ( == 1 1 = / 4  - 2 1 = 2. P e r o ,  c o m o  el f o c o  F e s t i  a b a j o  de l  
v i r t i ce  V ,  la  p a r i b o l a  se abre hacia  a b a j o  y p es nega t ivo .  P o r  t a n t o ,  p = - 2, 
y la  ecuaci6n de la  p a r i b o l a  es 

( x - 3 ) a -  - 8 ( y  - 4 1 ,  

y la  l o n g i t u d  del l a d o  recto es 8. 
Designernos p o r  A el  p u n t o  en q u e  el e je  a cor ta  a  la d i rec t t i z  I. C o m o  

V (3, 4) es  el p u n t o  medio  del segment0  AF, se s igue  q u e  Ias coordenadas  d e  A 
s o n  ( 3 .  6) .  P o r  t a n t o ,  la ecuaci6n de la d i rec t r i z  es y = 6. 

8i desarrollamos y trasponemos terminos en la ecuaci6n 

( y  - k ) ' =  4 p ( x -  h ) ,  
obtenemos 

y 2 - 4 ~ ~ - 2 k y + k " + 4 p h = O ,  

que puede escribirse en la forma 

y Z +  a ~ x + a z y + a a . =  0 ,  ( 4 )  

en donde a1 = - 4  p  , a2 = - 2k y ar = k2 4- 4 ph . Recfprocamente , 
completando el cuadsado en y  , podemos demostrar que una ecuaci6n 
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tle la forma ( 4 )  representa una pargbols cuyo eje es paralelo a1 
eje X .  

A1 discutir la ecuaci6n de la formn ( 4 )  suponemos que a1 f 0 .  
Si a1 = 0 , la ecuacidn toma la forma 

que es una ecuaci6n cuadrdtica cn la dnica variable y .  Si las rafces 
tle ( 5 )  son reales y  desiguales, digarnos rl y  r? , entonces Ip ecua- 
ci6n ( 5)  puede escribirse en la forms 

y  el lugar geomCtrico correspondiente consta de dos rectas diferentes , 
y = 71 y y = r2 , paralelas ambas a1 eje X .  Si las raices de ( 5 )  son 
reales e iguales, el lugar geomdtrico consta de dos rectas coincidentes 
representadas geomdtricamente por una sola recta paralela a1 eje X .  
Finalmente, si las rafces de (6) son com~lejas,  no existe ningfin 
lugar geomdtrico . 

Una discusi6n scmejante se aplica a la otra forma de la segunda 
ecuaci6n ordinaria de la partibola 

Los resultados se resurnen en el siguiente 

TEORRMA 3 .  Una ecuacidn de segundo grado en Ins variables x  y y  
qu,e carezca del t6rmino en xy puede escribirse en la forma 

A ~ ~ + C ~ ~ + D X + E ~ + F =  0 .  

S i  A = 0 ,  C  # 0 y  D  # 0 ,  la ecuacio'n representa una pardbola 
cuyo eje es paralelo a (o coincide con) el eje X . S i ,  en carnbio, D  = 0 ,  
la ecuacidn representa dos rectas diferentes paralelas a1 eje X , dos rectas 
coincidentes paralelas a1 eje X ,  o ningiin lugur geomdtrico, segiin que las 
rafces de Cya + Ey + F = 0 sean reales y desiguales, reales e iguales o 
complejas . 

Si A f 0 ,  C  = 0 y E f 0 ,  la ecuacidn representa una parcibola 
cuyo eje es paralelo a (o coincide con) el eje Y . Si, en cambio, E = 0 ,  
la ecuacidn representa dos recfas diferentes paralelas a1 eje Y, dos rectas 
coincidentes paralelas a1 eje Y o ningzin lugar geomdtrico , segzin que las 
raices de Ax2 + Dx + F = 0 sean reales y desiguales, reales e iguales 
o complejas . 

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuacibn 4x8 - 20x - 24y + 97 = 0 repre- 
senta una parabola, y hallar las coordenadas del vhrtice y del foco. la ecuacidn 
de ru directriz y la longitud de su lado recto. 
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S o l u c i d n .  P o r  el teorema 3, la ecuaci6n 

4x2 .- 20x - 24y + 97 = 0 

reprerenta una parabola c u y o  eje es paralelo a1 eje Y .  
S i  reducimos la ecuaci6n (6 )  a la segunda forma ord inar ia ,  cornpletando el 

cuadrado en x, obtenemos 

( A - -  i ) 2 = 6 ( y - 3 ) .  (7) 

D e  esta ecuacidn vemos inmediatamente que  Ias coordenadas del v6ttice s o n  
3 (; , 3). C o m o  4p = 6, p  = -, y la par ibo la  se abre hacia arr iba.  Entonces.  
2 

como el foco e s t i  sobre el eje y el eje es paralelo al eje Y,  se sigue que  las coorde- 
5 n3d.r del foco son (-?. 3 ++). o sea, (i, +). La ecuacion de la directri7 - 

3 3 es y  = 3 - -,  o sea, y = - - ,  y la longi tud  del i ado  recto es 14p 1 = 6 .  
2 I, 

Se recomienda a1 estudiante quo  d ibuje  la f igura  correspondiente a este e jem-  
p lo .  T a m b i i n  se recomienda resolver el problema p o r  traslaci6n de 10s ejes 
coordenados.  

En las dos formas dc la segunda ecuaci6n ordinaria de 13 parhbola, 
dadas por el teorcn-la 2 ,  hay tres constantes nrbitrarias independicntes 
o parkmet,ros, h , k y p.  Por tanto, la ecuaci6n dc cualquier par&- 
bola cuyo eje sea paralelo a uno de 10s ejes coordenados puede deter- 
minarse a partir de tres condiciones independientes. T'eamos un 
ejemplo . 

E j e m p l o  3. Hallar  la ecuaci6n de la par ibo la  cuyo  eje es paralelo al eje X 

y que  pasa p o r  10s tres p u n t o s  (5. - 1 ) .  (0. 5)  y (-  6 ,  - 7) .  

S o l u c i d n .  P o r  el teorema 2 ,  la ecuacion burcada es de la f o r m a  

( Y  - k ) = =  4 p ( x  - h ) .  

Podemos,  s in embargo,  tomar  tambiin la ecuacion en la l o r m a  d ~ d a  p o r  el teo- 
rema 3, a  saber, 

C y a  + Dx + E y  + F = 0. 

C o m o  C # 0, podemos d iv id i r  toda la ccuaciSn po t  C, obten iendo  asi 

y 2 +  D ' x  + E ' y  + I : ' =  0 ,  ( A )  

F en donde  D 1  = 4 E '  = y F 1  = - son tres constantes por  determinarse.  c ' C C 
C o m o  10s tres p u n t o s  dados es t in  sobre l a  par ibo la ,  sus coordenadas deben 

satisfacer la ecuacion (8).  P o r  tan to .  expresando este hecho,  obtenemos las 
tres ecuaciones siguientes correspondiendo a 10s p u n t o s  dados :  
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que  pueden escribirse aai, 
3 

L a  roluci611 de este s i s t e ~ n a  de tres ecuaciones nos  da 

Susr i tuyendo esros valores en  la ccuacion (8),  obtenemos 

q c e  es la ecuaci6n de la par ibo la  que se buscaba. 
E l  estudiante debe d i b u j a r  la f igura para  este e jemplo  y verificar el hecho d e  

que  las coordenadas de cad1 u n o  de 10s tres p u n t o s  dados  satisfacen la ecuaci6n 
de la par ibo la .  TambiLn debe obtener  la misrna ecnaci6n usando la forma 

( y  - k ) l  = 4 p ( x  - h ) .  

EJEBCICIOB. Grupo 24 

D i b u j a r  para cada ejercicio la f igura  correspondiente.  

1. Deduci r  y d i scu t i r  la ecuacibn ord inar ia  ( x  - h ) l  = 4 p  ( y  - k )  . 
2. P o r  transformation de coordenadas, reducir las d o s  formas  de la segunda 

ecuacibn otdinatia a Ias dos fo rnas  correspondientes de la.primera ecuacidn 
ord inar ia  d e  la parabola.  

3. Demost ra r  quo  s i  se t  i e n e  la ecuaci6n de la par ibo la  en la f a r m a  
( y  - k ) '  = 4 p  (x - h )  . las coordenadas de su foco son  ( h  + p .  k )  . -y la 

ecuacion de su  directr iz  es x  = h - p .  
4.  Demost ra r  quc  si se tiene la ecuaci6n de una  par ibo la  en la b r m a  

( x  - h ) 2  = 4 p  ( y  - k )  , las coordenadas de su  foco son  ( h ,  k  + p ) .  y la 
ecuacibn de su  directr iz  es y  = k - p .  

5. P o r  medio de la primera ecuaci6n ordinaria,  deducir  la s iguiente propie-  
dad geomhtrica de la p a r i b o l a :  S i  desde un  p u n t o  cualquiera de una par ibo la  se 
baja una perpendicular  a  su  eje, el cuadrado de la longi tud  de esta perpendicular  
es igual  a1 producto  de las longitudes de su  lado recto y del segment0 del ejr  
comprendido  entre el pie de dicha perpendicular  y el virrice. T o d a  par ibo la ,  
cualquiera que  sea su  posici6n relativa a 10s ejes coordenados,  posee esta propie-  
dad  geomitr ica llamada p r o p i e d a d  ; n t r i n s e c a  de la par ibo la .  

6. P o r  medio de la propiedad intr inseca de la par ibo la ,  establecida en el 
ejercicio 5 ,  deducir  las dos  formas  de la se;*lnd, ecuaci6n ord inar ia  de dicha 

curva .  
7 .  Hal la r  la ecwaci6n de la par ibo la  cuyos vhrtice y foco son  10s p u n t o s  

( -  4. 3 )  y (- 1. 3 ) .  respectivamente. Hal la r  t ambi in  las ecuaciones dc su 
directr iz  y su eje.  
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8. Hallar la ecuaci69 de la paribola cuyos virtice y foccl-30s puntos  
(3, 3) y (3, l ) ,  respectivamente. Hallar tambiin la ecuaci6n de su directriz y 
la longitud de su lado recto. 

9. La directriz de una paribola es la recta y - 1 = 0, y su foco es el pun-  
to  (4, - 3 ) .  Hallar la ecuaci6n de La paribola por dos mltodos diferentes. 

La directriz de una paribola es la recta x + 5 = 0, y au virtice es el 
punto  (0, 3) . Hallar la ecuaci6n de la paribola por  dos mhtodos diferentes. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 11-15, redizcase la ecuaci6n dada a la segunda 
forma ordinaria de la ecuaci6n de la paribola,  y hallar las coordenadas del v i r -  
tice y del foco, las ecuaciones de la directriz y eje. y la longitud del lado recto. 

16. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 56 trasladando loa ejes coordenados. 
17. Reaolver el ejcrcicio 14 trasladando 10s ejes coordenados. 
18. Discutir la ecuaci6n Ax2+ C y a + D x +  E y+F-0 cuando A - E - F = 0 

y C # O .  D # O .  
19. Reaolver el ejemplo 3 del Articulo 56 tomando la ecuaci6n en la forma 

( y  - k ) ' = 4 p ( x - h ) .  
20.  Hallar las coordenadaa del foco y el virtice, las ecuaciones de la direc- 

tr iz y el eje, y la longitud del lado recto de la paribola del ejemplo 3 del Ar -  
ticulo 56. 

21. Determinar la ecuacion de la familia de paribolas que tienen un foco 
com6n (3. 4) y un eje comun paralelo a1 eje Y. 

22. La ecuaci6n de una familia de paribolas es y = 4x2 + 4x + c. Discutir  
c6mo varia el lugar geomitrico cuando se hace variar el valor del parimetro c. 

23. La ecuaci6n de una familia de paribolas es y = ax2 + bx. Hillese la 
ecuaci6n del elemento de la familia que pasa por  10s dos puntos (2,  8) 

Hallar la ecuacion de la paribola cuyo eje es paralelo a1 eje X y que pasa ili l '  5 ) .  
por 10s trcs puntos  (0. 0 ) .  (8. - 4) y (3. 1 ) .  

q. Hallar la ecuaci6n de la paribola de virtice el punto  (4, - 1 ) .  eje la 
recta y + 1 = 0 y que pasa por el punto  (3, - 3 ) .  

26. Demostrar, analiticamente, que cualquier recta paralela a1 ejc de una 
parhbola corta a ista en uno y solamente en un punto .  

27. Demostrar que la 1 o n g i t u d del radio vector de cualquier pun to  
PI  ( x l ,  y 1) de la paribola (y - k) = 4p ( x  - h )  es igual a 1 x l  - h + p 1. 

28. Hallar la longitud del radio vector del pun to  de la paribola 

cuya ordenada es igual a 3. 
29. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomitrico de un punto  que se 

mueve de tal manera que au distancia de la recta x + 3 = 0 es siempre 2 unidades 
mayor que su distancia del pun to  (1. 1 ) .  

30. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomitrico del centro de una 
circunferencia quo es riempre tangente a la recta y - I - 0 y a la circunferencia 
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57. Ecuacibn de la tangente a una partibola. La determinaci6n 
de la tangente a la partibola no requiere la introducci6n de ning6n con- 
ceph  nuevo. Como la ecuaci6n de una padbola es de segundo grado , 
su tangente puede obtenerse empleando . la condici6n para tangencia 
estudiada en el Articulo 44.  

Como para la circunferencia (Art.  45) , consideraremos tres casos : 

1. T a n g e n t e  en  u n  p u n t o  de contac to  dado.  V a m o s  a de te rminar  la ecua- 
ci6n de la tangente a la parabola 

y2 = 4px. (1)  

en un  p u n t o  cualquiera PI (XI, y  I) de la par ibo la .  
L a  ecuaci6n de la  tangente buscada es de la f o r m a  

en donde  esta p o r  determinarse la  pendiente m. S i  el va lor  de y  d a d o  p o r  l a  
ecuaci6n (2) es sus t i tu ido  en la ecuacion ( I ) ,  ee ob t iene  

( y ~  + m x  - m x l ) ' = 4 p x ,  
la cual se reduce a 

Para  la tangencia. el discriminante de esta ecuaci6n debe anularse,  y escribimos 

la  cual se reduce a 
x l m 2  - y l m  + p  = 0. 

de d o n d e ,  
= YI * d y1' - 4px1 

2x 1 

Pero .  como PI (x l ,  y l )  e s t i  sobre la parabola ( I ) ,  tenemos 

de d o n d e  m = x. S i  sus t i tu imos  este va lor  de m en (2) .  obtenemos,  deepuls  
2x 1 

de simplif icar  y ordenar  10s t i r m i n o s ,  

2 x 1 ~  = YI(X + X I ) .  

D e  la ecuaci6n ( 4 ) .  2x1 = d, y si se sus t i tuye  este va lor  en  la d l t i m a  tcuaci6n 
2  P 

se obtiene la f o r m a  mas comdn de la ecuaci6n de la tangente,  

yl!J = 2 p ( x  +X I ) .  

Muchas propiedades interesantes e importantes de la paribola estsn 
asociadas con la tangente en un punto cualquiera de la curva. La 
deduccicin de tales propiedades es m88 wncilla , en general, usando 
la forma can6nica (1) y ,  por tanto, la ecuaci6n de la tangente que 
acabamos de obtener es especialmente btil . Seg6n la ecuaci6n obte- 
nida , tenemos el teorema que damos a continuacibn . 
LahmM. - 11. 
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TEOREMA 4 .  La tangente a la pardbola y2 = 4px en cualquier 
punto PI  ( X I  , y l )  de la curva tiene por ecuacidn 

y l y  = 2 p ( x  + x1) .  

2 .  Tangente con una pendiente dada. Consideremos ahora el problema 
general de determinar la ecuacidn de la tangente de pendiente m a la para- 
bola ( I ) .  

La  ecuacidn buscada es de la forma 

en donde k es una constante cuyo valor debe determinarse. Si  susti tuimos el 
valor de y  dado por  ( 5 )  en la ecuacidn ( I ) ,  obtenemos 

( m x  + k )  a = 4 p x .  

m a x Z + ( 2 m k  - 4 p ) x  + k 2  = 0 .  

La  condicibn para la tangencia er 

de donde. 

valor qae,  sus t i tu ido en ( 5 ) .  nos da la ecuacidn buscada 

TEOREMA 5. La tangente de pendiente m a la pardbola y2 = 4px 
t ime por ecuaci6n 

y = r n x + P  m f ~ .  
m' 

3. Tangente trazada desde un punro exterior.  Veamos el siguiente pro-  
blema: 

E jemplo .  Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del pun to  (2 ,  - 4 )  
a la paribola xa - 6 x  - 4 y  + 17 = 0 .  

SoIuci6n. La  ecuaci6n de la familia de rectas que pasan por  el pun to  
( 2 .  - 4 )  es 

y + 4 =  m ( x  - 2 1 ,  ( 6 )  

en donde el parimetro m es la pcndiente de la tangente buscada. De la ecua- 
cion ( 6 ) .  u = m x  - 2m - 4 ,  valor que sus t i tu ido en la ecuacion de la par i -  
bola nos da 

~ 2 - 6 ~ - 4 ( m x - 2 m - 4 ) + 1 7 = 0 .  

Esta ccuacidn se reduce a 

xa - ( 4 m  + 6 )  x  + ( a m  + 33) = 0 .  

Para quc hays  tangencia. 

(4m + 6 )  - 4 (8m + 33) = 0 .  
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Resolviendo esta ecuacidn se obtiene rn = 2. - 3. P o r  tanto, por (6) ,  las 
ecuaciones de la$ tangentes buscadas son 

y + 4 = 2 ( x - 2 )  y y + 4 =  - 3 ( x - 2 ) .  
o sea. 

2 x - y - 8 = 0  y 3 x + y - 2 = 0 .  

E l  estudiante debe dibujar la figara correspondiente a este problema. 

EJEBCLCLOS. Grupo 26 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

En  cada uno de 10s ejercicios 1-3 hallar las ecuaciones de la tangente y la 
normal y las longitudes de la tangente, normal. subtangente y subnormal, para 
la paribola y el punto de contact0 dados. 

4. P o r  medio del teorema 4 (Art.  57) hallar la ecuaci6n de la tangente del 
ejercicio 1. 

5. Demostrar que la ecuaci6n de la normal a la paribola y' = 4px en 
PI(XI. YI) es y l x  + ~ P Y  = X I Y I  + ~ P Y I .  

6 .  Por  medio del resultado del ejercicio 5, hallar la ecuaci6n de la normal 
del e 'ercicio 1. 

3 3  Demostrar que las tangentes a una paribola en 10s puntos extremos do 
su a o recto son perpendiculares entre si. 

' 
Demostrar quo el punto  de intersecci6n de las tangentes del ejercicio 7 

esti  sobre la directriz de la parabola. (Ver el ejercicio 19 del grupo 23, 
Art.  5 5 . )  

9. Hallar la ecuacion de la tangente de pendiente - 1 a la paribola 
yZ - 8x = 0. 

10. Hallar la ecuaci6n de la tangente a la paribola xa + 4x + 12y - 8 = 0 
que es paralela a la recta 3x + 9y - 11 = 0. 

11. Hallar la ecuaci6n de la tangente a la paribola y2 - 2x + 2y + 3 = 0 
quo es perpendicular a la recta 2x + y + 7 = 0. 

12. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto  (- 3, 3) 
a la paribola y2 - 3x - 8y + 10 = 0. 

13. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto  (1, 4) a la 
paribola y l  + 3x - 6y + 9 = 0. 

1 4 .  Del punto  ( -  1, - 1) , se trazan dos tangentes a las paribola 

Hallar ei ingulo  agudo formado por estas rectas. 
15. Con  referencia a la paribola ya - 2x + 6y + 9 = 0, hallar 10s valores 

de k para 10s cuales las rectas de la familia x + 2y + k = 0: 

a) cortan a la paribola en dos puntos diferentes; 

b )  son tangentes a la paribola ; 
C) n o  cortan a la paribola. 



1 6 4  G E O h I E T R I A  A N A L I T I C A  P L A N A  

16. Hallar el i ngn lo  agudo de intersecci6n de la recta x - y - 4 = 0 y la 
parabola y" 2x en cada uno de sus puntos  de intersecci6n. 

17. Hallar el i ngu lo  agudo de intersection de la circunferencia x" y2 = 25 
y la paribola ~ ~ - 4 ~  - 4  = 0 en uno cualquiera de sus dos puntos  de intersecci6n. 

18. Demostrar que ias parabolas x"4x+8y - 20=0 y x 2  -4x -4y+4=0 
son ortogonales entre si en cada uno de sus puntos  de intersecci6n. 

19. Desde el foco de una paribola se traza una recta perpendicular a una 
tangente cualquiera a la paribola.  Demostrar que el pun to  de intersecci6n de 
estas rectas esti  sobre la tangente a 11 paribola en el vdrtice. 

20. Demostrar que la normal de pendiente m a la paribola y" 4 p x  tiene 
por ecuaci6n y = mx - 2pm - pma. 

21. Demostrar que cualquier tangente a una paribola,  except0 la tangente 
en el virtice, corta a la directriz y a1 lado recto (prolongado si es necesario) en 
puntos que son equidistantes del foco. 

22. E n  cualquier punto  P de una parabola. no siendo el virtice. la tan- 
gente y la normal cortan a1 eje de la paribola en 10s puntos  A y B, respectiva- 
mente. Demostrar que 10s puntos  A, B y P son equidistantes del foco. 

23. P o r  medio del resultado del ejercicio 22; demuistreee a n  procedimiento 
para trazar la tangente y la normal en cualquier pun to  de una parabola dada. 

24. Demostrar que la tangente a la paribola (y - k)" 4p (x - h ) ,  de 

pendiente m ,  tiene por ecuaci6n y = mx - mh + k + 2, m # 0. 
m 

25. Demostrar que toda circunferencia que tiene de d i imetro  una cuerda 
4" 

focal de una paribola,  es tangente a la directriz. 
, ,. 26. Se han trazado dos circulos cada uno de 10s cuales tiene por  d i imetro  
J,  r * una cuerda focal de una parabola. Demostrar que la cuerda comun de 10s circu- 

' 10s pasa por el virtice de la paribola.  
27. Si desde un pun to  exterior P se trazan tangentes a una parabola, el 

segment0 de recta que une los puntos  de contacto se llama cuerda de contacto 
de P para esa paribola (vdase el ejercicio 25 del g rupo  18, Ar t .  45) .  Si 
P l  ( X I ,  y l )  es un punto  exterior a la paribola y2 = 4px,  dernudstrese que la 
ecuaci6n de la cuerda de contacto de P I  es y l  y = 2p ( X  + X I ) .  (Ver  el teore- 

Ar t .  57.) 
28 Demostrar que la cuerda de contacto de cualquier pun to  de la directriz 

A e  "0 a paribola pqsa por su foco. 
4 29. Demostrar que el Iugar geomitrico d i  10s puntos  medios de un sisterna 

de cuerdas paralelas de una parabola es una recta paralela a1 eje. Esta recta se 
llama diametro de la parabola. 

30. Hallar la ecuaci6n del d i imetro  de la paribola yl = 16x para un sisterna 
de cuerdas paralelas de pendiente 2. 

58. La funci6n cuadrAtica. La forma 

en donde , a ,  b  y c son constantes y a # 0 ,  se llama juncidn cuadrd- 
tica de z , o tn'nomio de segundo grado , y puede ser investigada por 
medio de la relaciGn 

y = az2 + bx,+ c . (2)  
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Vimos en el Articulo 56 que la ecuaci6n (2 )  se representa grifics- 
mente por una parsbola cuyo eje es paralelo a (o coinoide con) ei 
eje Y .  Por tanto, las propiedades analiticas de la funci6n cuadrsti- 
ca (1 )  pueden estudiarse convenientemente por rnedio de las propieda- 
dcs geom6tricas de la parsbola ( 2 ) .  Si reducimos la ecuaci6n ( 2 )  a 
la segunda forma ordinaria de la ecuaci6n de la parsbola, completmdo 
el cuadrado en z , obtenernos 

Fig. 81 

que es la ecuaci6n de una palxibola cuyo eje es paralelo a (o coincide 

( b  
c - b ' ) .  S i a > O ,  con ) cl eje I.', y cuyo v6rtice es cl punto - 

4a 
la pardbola se abre hacia arriba (fig. 81 [ a ] )  ; si a < 0 ,  la parhbola 
se abre hacia abajo (fig. 81 [ b 1) . 

Un punto de una curva continua cuya ordenada sea algebraica- 
lnente mayor que la de cualquiera de 10s puntos vecinos a 61 se llama 
punto mciximo de la curva. Anfilogamente , un punto cuya ordenada 
sea algcbraicsmente menor que la de cualquiera de 10s puntos vecinos 
a 61 se llama punto mfnimo de la curva. Evidentemente, si a > 0 
(fig. 81 [ a ] )  la pnrhbola (2 )  tiene un solo punto minimo, el v6r- 
ticc V .  Dc rnanera scmejante, si a < 0 (fig. 81 [ b])  la parsbola (2 )  
tienc un Clnico punto mhximo , el v6rtice V .  La intcrpretaci6n anali 
tica cs Lien obvia. Como las coordenadas del v6rtice V de la parit- 

c - E, , sc sigue que si a > 0 la funci6n 
4a 

b 
cundrdtica ( 3 )  tiene, para x = - - 2a ' un valor m i n i m o igual a 
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b2 b c - - , y si a < 0 tiene , para z = - - 4 a  2a ' un valor mbximo igual 

b2 a c - - Resumimos estos resultados en el siguiente 4a 

TEOREMA 6 .  La funcidn cundrdtica 

a x 2 + b x + c ,  a Z 0 ,  

estd representada grdficamente por la pardbola 

y = a x a + b x + c ,  

cuyo eje es paralelo a ( o  coincide con) el eje Y ,  y cuyo vdrtice es el 
b punto (- %, c - g) 

4a ' 

S i  a. > 0 ,  ,a par&la ( 2 )  ee abre hacia arriba y su vdrtice es u n  
punto minim0 , y la funcidn cuadrdtz'ca ( 1 )  t ime u n  valor minimo igual 

b2 b 
a c - - cuando = - - 

4a 2a '  
S i  a < 0 ,  la pardbola ( 2 )  se abre hacia abajo y su vhtice es un 

punto m&imo , y la funcidn cuadrdtica ( 1 )  tiene u n  valor mdximo igual 
b2 

a c-- b 
4a 

cuando x = - - 
2a'  

Acabamos de discutir 10s valores extremos de la funci6n cuadrri- 
tica ( 1 ) .  Pen, podemos tambi6n determinar fhcilmente 10s valores 
de s para 10s cuales la funci6n es positiva , negativa o cen,. Por 
ejemplo, supongamos que la funci6n cuadrhtica ( 1 )  es tal que tiene 
por grhfica a la figura 81 [ a )  en donde la parbbola corta a1 eje X en 
10s dos puntos diferentes P I  y P2. Como las ordenadas de P I  y Pz 
son nulas , se sigue , de ( 1 ) y ( 2) , que sus abscisas rl y T I  , respec- 
tivamente , son la8 las rafces de la ecuaci6n de segundo grado 

a x 2 + b x + c  = 0 .  

Adembs , como aparece en la gdfica , la funci6n ( 1 ) es negativa para 
10s valores de z comprendidos entre rl y rz , y es positiva para va- 
lores de z menores que rl y mayores que r2. El estudiante debe 
desarrollar una discusi6n semejante para la funci6n cuadrhtica repre- 
sentada por la figura 81 ( b ) .  Tambihn debe discutir la funci6n cua- 
drhtica cuya grhfica es tangente a1 eje X I  y la funci6n cuadrbtica 
cuya grhfica no corta a1 eje X . 

Ejemglo. Determinar el mix imo  o minimo de la funcion cuadritica 

6 + x - x2, (3 ) 
y lor valores de x para lor cuales esta funci6n es positiva, negativa y cero. 
Ilustrar 10s rerultados grificamente. 
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Solucibn. La funci6n (3) est6 representada grificamente por  la parabola 

y X 6 + x -  xs, 

que reducida a la forma ordinaria queda 

de mod0 que la parabola se abre hacia abajo y su virtice es el pun to  mix imo  

(i. 4) como se ve en la figura 82. 
V 

Luego la funci6n (3) tiene el valor m i -  . . 

25 ximo - cuando x  = 1 
4 5' 

Para determinar 10s valores de x  
para 10s cuales la funci6n (3) es posi- 
t iva,  necesitamos simplemente determi- 
nar,  como en Algebra, 10s valores de x  
para 10s cuales la desigualdad 

- x Z + x + 6 > 0  

es verdadera. Esta desigualdad puede 
escribirse en la forma 

(- x  - 2) (x - 3)>  0. Fig. 82 

Considerando 10s signos de 10s dos factores del primer miembro de esta des- 
igualdad, vemos quo es verdadera para todor 10s valores de x  compnndidor  en 
el interval0 - 2 < x  < 3. 

Anilogamente, considerando la desiyualdad 

vemos quo la funci6n (3) es negativa para todos 10s valorer de x  tales qae  
x < - 2  y x > 3 .  

Finalmente, considerando la igualdad 

vemos quo la funci6n (3) se anula caando x  - - 2  y x - 3. 

59. Algunas aplicaciones de la partibola. La parhbola se presenta 
frecuentemente en la prhctica. El prop6sito de este artfculo es estudiar 
brevemente algunas aplicaciones de esta curva . 

a )  Arco parabdlico. De las diversas formas de arcos usadas en 
const~cci6n,  unn tiene la forma de un arc0 parab6lico. Tal forma, 
llamada arco parabdlico , es la indicada en la figura 83 ( a ) .  La longi- 
tud en la base ae llama claro o lw ; la altura mhxima a sobre 
la base ae llama alhcra del arco. Si el arco parab6lico rse coloca de tal 
manera que eu vdrtice estd en el origen y su eje coincida con el eje Y ,  
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y si la longitud del clam es 2s y la altura es h , cntonces podernos 
demostrar fhcilmente que la ecuaci6n de la partibola toma la forma 

En un puente colgante, cada cable cuelga de sus soportes A y C 
en la forma del arco de una curva , como se indica en la figura 83 ( b )  . 

Fig. 83 

La distancia AC comprendida entre 10s soportes del cable es la luz ; 
la distancia , altura vertical de 10s soportes del cable sohre el 
punto m&s bajo, se llama depresidn del cable. Si 10s pesos de 10s 
cables son pequaiios comparados con el de la carga , y si la distribuci6n 
del peso de la carga es uniforme en la direccidn horizontal, se dernues- 
tra en hlechnics que cada cable toma muy aproximadarnente la forma 
de un arco parab6lico. 

b )  Propiedad focal de la parcibola. La partibola tiene una impor- 
tante propiedad focal haszda en el siguiente teoremn. 

TEOREMA 7 .  La normal a la parcibola en un  pun.10 Pi (xi , yl ) 
cualquiera de la pardbola jorrna dngulos iguales con el radio vector de PI 
y la recta que pasa por PI y es paralela a1 eje de la pardbola. 

D ~ n t o s ~ ~ a c r 6 k .  El teorema no sc particulariza ;.;i tornanios c o ~ i ~ o  
ccuacidn de la par6bola 13 forma can6nica 

Dcsignctrios por ?L la normal a la parAhola en PI , por 1 la rocta quc 
paat por Pi paralela a1 eje , y por r el radio vector PP1, tal corno se 
indica en la figura 84. Sea a el hngulo formado por n y r ,  y B el 
tormado por n y 1 .  Varnos a dernostrar quc a = fl . 
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2 P La pendiente de la parhbola en PI (XI , yl) es -- , seglin el tcorc- 
91 

ma 4 del Articulo 57. Por tanto,  la pendiente de n es - g. Tam- 
2 P 

biCn la pendiente de r es - ' . Por tanto , por el teorema 5 drl 
Xl - p 

Articulv 10 ,  

Fig. 84 

Como Pi(z1, yl) esth sobre la parhbola ( I ) ,  sus coordenadas 
satisfacen la ecuaci6n (1 )  , y y12 = 4 ~ x 1 .  Sustituyendo este valor 
de ylZ en la filtima igualdad , tenemos 

Y cvlr~o 1% pendiente de I es 0 ,  resulta : 

l'or tanto, de ( 2 )  y ( 3 ) ,  u = (l , y c1 tco1.elr1~1 I~UCLI;L Cle~~~~s( r i ldo .  
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Si un rayo de luz 11 toca a una superficie pulida m en el punto P ,  
es reflejado a lo largo de otra recta, digamos 12, tal como se indica 
en la figura 85 (a) .  Sea n la normal a m en P .  El Bngulo a formado 
por el rayo incidente 11 y n se llama dngulo de incidencia; el Bngulo fi 
formado por el rayo reflejado l z  y n se llama dngulo de re jkx ibn.  
En Fisica se demuestra que la ley de la reflexi6n establece : 1 )  que 
I I ,  n y 12 son coplanares , y 2) que a = fi . Por est,a ley y por 
el teorema 7 ,  vemos que si un foco luminoso se coloca en el foco F de 
una parBbola , 10s rayos inciden sobre la partibola, y se reflejan segdn 
rectas paralelas a1 eje de la parAbola , tal como se indica en la figu- 
ra 85 ( b )  . Este es el principio del reflector parab6lico usado en las 
locomotoras y autom6viles y en 10s faros buscadores. 

(6) 

Fig. 85 

Como el Sol est i  tan distante de la Tierra , sus rayos, en la super- 
ficie terrestre , son , pr&cticamente, paralelos entre s!. Si un reflector 
parab6lico se coloca de tal manera que su eje sea paralelo a 10s rayos 
del Sol, 10s rayos incidentes sobre el reflector se reflejan de manera 
que todos pasan por el foco , tal como se ve en la figura 85 ( c )  . Esta 
concentraci6n de 10s rayos solares en el foco es el principio en que se 
basa el hacer fuego con una lente ; tambi6n es el origen de la palabra 
foco , que es el t6rmino latino (focus) empleado para designar el hogar 
o chimenea. Esta propiedad tambi6n se emplea en el telescopio de 
reflexi6n en el cual 10s rayos paralelos de luz procedentes de las 
estrellas se concentran en el foco. 
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EJERCICIOS. Grupo 26 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 1-4, hallar el valor miximo o minimo de la 
funcidn dada, y comprobar el resultado grificamente. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 5-8, hallar 10s valores de x, si 10s hay, para 
10s cuales es verdadera la desigualdad dada. Comprobar el resultado grifica- 
mente. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 9-12. hallar 10s valores de x para 10s cuales la 
funcidn dada es positiva, negativa y cero, y tiene un miximo o un minimo. 
Comprobar 10s resultados graficamente. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 13- 15. sea y = oxZ + bx + c una funci6n cua- 
dritica tal que las raices de y = 0 Sean r l  y rz. 

13. Si r l  y rz son reales y desiguales, y r l  > rz, demostrar que y tiene el 
mismo signo que a cuando x > r l  y x < rz, y es de signo contrario a a cuando 
r l  > x > rz. 

14. Si r l  y rz son reales e iguales, demuistrese que y tiene el mismo signo 
que o cuando x # r l .  

15. Si r l  y rz son n6meros complejos conjugados, demuistrese que y tiene 
el mismo signo que a para todos 10s valores de x. 

16.  Hallar la expresidn para la familia de funciones cuadriticas de x aue 
tienen un valor miximo igual a 4 para x = - 2 .  

17. Hallar la expresion para la familia de funciones cuadriticas de x que 
tienen un valor minimo igual a 5 para x = 3. 

Los problemas enunciados en 10s ejercicios 18-23 deben comprobarse grafi- 
camente. 

18. La suma de las longitudes de 10s catetos de un t r i ingulo  rectingulo es 
constante e igual a 14 cm. Hallar las longitudes de 10s catetos si el area del trian- 
gulo debe ser mixima. 

19. La  suma de dos n6meros es 8 .  Hallar estos n6meros si la suma de sus 
cuadrados debe ser minima. 

20. E l  perimetro de un rectingulo es 20 cm. Hallar sus dimensiones si su 
irea debe ser mixima. 

21. Hallar el nlimero que excede a au cuadrado en un ncmero miximo. 
22. Demostrar que de todos loe rectingulos que tienen un  perimetro f i j o  

el cuadrado es el de irea mixima. 
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23. U n a  viga simplemente apoyada de longi tud  1 pies e s t i  un i formemente  
cargada con w  l ibras p o t  pie. E n  Mecinica se demuestra que  a una distancia de 
x  pies de u n  sopor te ,  el momento  f lexionante M en  pies-libras esra dado p o r  la 
fdrmula  M = w l x  - % w x ? .  Demost ra r  que el mornento f lex ionante  es 
m a x i m o  en el centro de la viga. 

24 .  Determinar  la ecuaci6n del arc0 parab6lico cuyo  claro o l u z  es de 12 m 
y cuya a l tu ra  es de 6 m .  

25. Determinar  la ecuaci6n del arco parab6lico formado p o r  10s cables 
que  soportan un puenre colgante cuando el claro es de 150 m y la depresion de 
1,O mctros.  



CAPITULO VII 

LA ELIPSE 

60. Definiciones. Una elipse es el lugar geom6trico de un punto 
que se mueve en un plano de tal manera que la suma de sus distancias 
a dos puntos fijos de ese plano es siempre igual a una constante, ma- 
yor que la distancia entre 10s dos puntos. 

Fig. 86 

Los dos puntos fijos se llaman focos de la elipse. La definicidn de 
una elipse excluye el caso en que el punto mdvil est6 sobre el segmento 
que une 10s focos . 

Designemos por F  y Fr  (fig. 86) 10s focos de una elipse . La rec- 
ta  1 que pasa por 10s focos tiene varios nombres ; veremos que es con- 
veniente introducir el tdrmino de eje focal para designar esta recta. 
El eje focal corta a la elipse en dos puntos , 1.I y V r  , llamados vir t ices .  
La porcidn del eje focal comprendida entre 10s v&rtices, el segmento 
V V r  , se llama eje m a y o r .  El punto C del eje focal, punto medio del 
segment0 que une 10s focos , se llama centro . La recta Z r  que pasa por 
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C y es perpendicular a1 eje focal 1 tiene varios nombres ; encontrare- 
mos conveniente introducir el thrmino eje normal para designarla . El 
eje normal I t  corta a la elipse en dos puntos , A y A t ,  y el segmento 
AAt se llama eje menor. Un segmento tal como BB' , que une dos 
puntos diferentes cualesquiera de la elipse , se llama cuerda. En par- 
ticular, una cuerda que pasa por uno de 10s focos , tal como EE' , se 
ilama cuerda focal. Una cuerda focal , tai como LL , perpendicular 
a1 eje focal 1 se llama lado recto. Evidentemente como la elipse tiene 
dos focos , tiene tambihn dos lados rectos. Una cuerda que pasa por C , 
tal como DDt  , se llama un dicimetro . Si P es un punto cualquielSa de 

la elipse , 10s segmentos FP y FtP 
Y que unen 10s focos con el punto P se 

llaman radios vectores de P . 
61.  Ecuaci6n de la elipse de 

centro en el origen y ejes de coorde- 
V . nadas 10s ejes de la elipse. Consi- 

remos l a  elipse d e  centro en el 
origen y cuyo eje focal coincide con 

A' el eje X (fig. 87). Los focos F y Ft 
esthn sobre el eje X .  Como el cen- 

Fig. 87 tro 0 es el punto medio del seg- 
mento FFt ,  las coordenadas de 

F y Ft  ser4n , por ejemplo , ( c ,  0)  y (- c , 0) , respectivamente, 
siendo c una constante positiva. Sea P ( z  , y )  un punto cualquiera 
de la elipse. Por la definici6n de la curva , el punto P debe satisfacer 
la condici6n geomhtrica 

en donde a es una constante positiva mayor que c .  
Por el teorema 2 ,  Articulo 6 ,  tenemos 

de manera que la condici6n geometrica ( 1 ) estti expresada analitica- 
mente por la ecuaci6n 

Para simplificar la ecuaci6n ( 2 ) ,  pasamos el segundo radical a1 
segundo miembro , elevamos a1 cuadrado , simplificamos y agrupamos 
10s tkrrninos semejantes. Esto nos da 
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Elevando a1 cuadrado nuevamente , obtenernos 

de donde , 
( a 2 - c 2 ) x 2  + a2yZ = a2(a2  - c Z ) .  ( 3 )  

Como 2a > 2c es a2 > c2 y a2 - c2 es un niimero positivo que 
puede ser reemplazado por el nlirnero positivo b2 , es decir , 

Si en (3)  reemplaxalnos a2 - c2 por bZ , obtenernos 

y dividiendo por a' b 2 ,  se obtiene , finalmente , 

Reciprocarnente, sea P I  ( X I  , X I )  un punto cualquiera cuyas coor- 
denadas satisfacen la ecuacidn ( 5 )  , de rnanera que 

Invirtiendo el orden de Ins operaciones efectuadas para pasar de la 
ecuaci6n ( 2 )  a la ( 5 ) ,  y dando la debida interpretaci6n a 10s signos 
de 10s radicales, podemos demostrar que la ecuaci6n ( 6 )  conduce a la 
relaci6n 

d ( X I  - c ) ~  + y12 + d ( X I  + c ) ~  + y12 = 2 a ,  

que es la expresidn analitica de la condici6n geomdtrica (1) aplicada 
a1 punto P I .  Por tanto, P I  estsl sobre la elipse cuya ecuaci6n est& 
dada por ( 5 ) .  

Ahora discutirernos la ecuaci6n ( 5 )  de acuerdo con el Artfculo 19. 
Por ser a  y - a las intersecciones con el eje X ,  las coordenadas de 
10s vQtices V y V I son (a  , 0)  y (- a ,  0 )  , respectivamente , y la 
longitud del eje mayor es igual a 2 a ,  la constante que se menciona en 
la definici6n de la elipse . Las intersecciones con el eje Y son b y - b . 
Por tanto, las coordenadas de 10s extre~nos A y At del eje menor son 
( 0 ,  b )  y (0, - b ) ,  respectivamente, y la longitud del eje menor es 
igual a 2b.  

Por la ecuaci6n ( 5 )  vemos que la elipse es simdtrica con respecto a 
ambos ejes coordenados y a1 origen. 
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Si de la ecuaci6n ( 5 )  defipejamos y , obtenernos 

Luego , se obtienen vnlores reales de y solarnente para valores de x del 
intervalo 

- a ( x l a .  ( 8 )  

Si de la ecuaci6n ( 5 )  despejnrnos x ,  obtenernos 

de rnanera que se obticnen valores reales dc x ,  solanler~te para va- 
lores de y dentro del intervalo 

De (8) y (9).se deduce que la elipse estfi lirnitada por el recthngulo 
cuyos lados son las rectas x = * a ,  y = * b .  Por tanto, la elipse es 
una curva cerrada . 

Evidenternente , la elipse no tiene asintotas verticales ni horizon- 
tales. 

La abscisa del foco F es c .  Si en (7 )  sustituirnos x por este valor 
se obtienen las ordenadas correspondientes que son 

de donde , por la relaci6n ( 4 ) , 

2bt 
Por tanto, la longitud del lado recto para el foco F es -. Anhloga- 

a 
2b2 

rnente , la longitud del lado recto para el foco F' es --;. 

_,+ Un elernento irnportante de una elipse es su excentricidad que se 
C 

define corno la raz6n - y se representa usualmente por la letra e .  a 
Dc ( 4 )  tenemos 

Como c < a ,  l a  excentricidad de una elipse es menor que la unidad 



Consideremos ahora el cam en que el centro de la elipse est i  en el 
origen, per0 su eje focal coincide con el eje Y .  Las coordenadas de 
10s focos son entonces ( 0 ,  c )  y (0 ,  - c )  . En este caso , por el mismo 
procedimiento empleado para deducir la ecuaci6n ( 5) , hallamos que 
la ecuaci6n de la elipse es 

en donde a es la longitud del semieje mayor, b la longitud del semieje 
menor, y aZ = b2 + c2 .  La discusi6n completa de la ecuaci6n ( 1 1 )  se 
deja a.1 estudiante como ejercicio . 

Las ecuaciones (5) y ( 1 1 )  se llaman, generalmente, primera 
ecuacidn ordinaria de la elipse. Son las ecuaciones m&s simples de la 
elipse y , por tanto, nos referiremos a ellas como a Ins formas can& 
nicas . 

Los res~lt~ados anteriores se pueden resumir en el siguiente 

TEOREMA 1 . L a  ecuacidn de u n a  elipse de centro en  el origen , ejc 
focal el eje X ,  distancia focal igual a 2c y cantidad7constar~te igual 
a 2a es 

Si el eje focal de la elipse coincide con el eje Y , de manera que los 
coordenadas de 10s focos sean ( 0 ,  c) y (0,  - c )  , la ecuocidn de la 
elipse es 

Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b la del semieje 
menor ,  y a ,  b y c estdn ligados por la relacidn 

a2  = b2 + c2. 
2b2 TambiSn, para cada elipse, la longitud de cadu lado recto es - y la 
a 

excentricidad e estd dada por la fdrmula 

NOTA. Si teducimos la ecuaci6n de una elipse a su forma can6nica. pode- 
mos  determinar ficilmente su posici6n relativa a 10s ejes coordenados ccmpa- 
rando 10s denominadores de 10s t lrminos en x" ya. E l  denominador mayor 
esta asociado a la  variable corcespondiente al e j e  coordenado con el cual coincide 
el e j e  mayor de la elipse. 
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Ejemplo. U n a  elipse tiene su  cen t ro  en el origen,  y su  eje mayor  coincide 
con el  eje Y. S i  u n o  de 10s focos es el p u n t o  (0, 3) y la excentricidad es igual  
a x. hal la r  las coordenadas de o t r o  foco ,  las longi tudes  de 10s ejes mayor  y 
menor ,  la  ecuaci6n de la elipse y la l o n g i t u d  de cada u n o  de sus lados rectos. 

F ig .  88 

Soluci6n. C o m o  u n o  de 10s focos es el p u n t o  (0, 3 ) .  tenemos c = 3, y las 
coordenadas del o t r o  foco s o n  (0, - 3 ) .  C o m o  la excentricidad es , tenemos 

de donde ,  a = 6. Tenemos ,  t a m b i i n ,  

b - d F Z = d 6 Z - 3 2 = 3 . \ / 3 .  

P o r  t a n t o ,  1as longi tudes  de 10s ejes m a y o r  y menor  son  2a = 12 y 2 b  = 6 d 3 ,  
respectivamente. 

P o r  el teorema 1, la ecuaci6n de l a  elipse es 

2bZ 2 . 2 7 - q ,  L a  l o n g i t u d  de cada lado  recto es - = ---- - 
a 6 

E l  lugar  geomCtrico es el representado en la f igura  88. 

EJERCICIOS. Grupo 27 

D i b u j a r  una f igura  para cada ejercicio. 

1. Deducir  la ecuaci6n ord inar ia  +1 - 1 a par t i r  de la definicibn de 
ba a2 

la  elipse. 



LA ELIPSE 

2. Desarrollar una discusi6n completa de la ecuaci6n ordinaria 

3. Dados 10s focos y la longitud de su eje mayot,  demostrar un procedi- 
miento para obtener puntos  de una elipse usando escuadras y compis. 

4. Demostrar un procedimiento para obtener puntos  de ana  elipse usando 
escuadra y compis si se conocen sus ejes mayor y menor. 

5. Demostrar que la circunferencia es un caso particular de la elipse cuya 
excentricidad vale cero. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 6-9, hallar las coordenadas de 10s virtices y 
focos. las longitudes de 10s ejes mayor y menor, la excentricidad y la longitud 
de cada uno de sus lados rectos de la elipse correspondiente. T raza r  y discatir el 
lugar geomitrico. 

10. Hallar la ecuaci6n de la elipse cuyos virtices son 10s puntos  (4, O), 
(- 4, Q), y cuyos focos son 10s puntos  (3, O), (- 3. 0). 
11. Los vfrtices de una elipse son 10s puntos (0. 6). (0, - 6), y sas focos 

son 10s puntos (0. 4). (0. - 4). Hallar su ecuaci6n, 
12. Hallar la ecuaci6n de la elipse cuyos focos son 10s puntos  (2, 0). 

(- 2. 0) , y su excentricidad es igual a %. 
13. Los focos de una elipse son 10s puntos  (3, 0). (- 3, 0). y la longitud 

de uno cualquiera de sus lados rectos es igual a 9. Hallar la ecuaci6n de la elipae. 
14. Hallar la ecuaci6n y la excentricidad de la elipse que tiene su centro en el 

origen, uno de sus virtices en el pun to  (0, - 7) y pasa por el punto  dTlE . ( 3 )  
15. Una elipse tiene su centro en el origen y n *  eje mayor coincide con el 

eje X. Hallar su ecuaci6n sabiendo que pasa por 10s pu~,:os (4%) - 1 ) y 

(2 ,  47). 

16. Hallar la ecuacidn de la elipse que pasa por el pun to  (q. 1) ,  tiene tk- , 
su centro en el origen, su eje menor coincide con el eje X y la longltud de su zp - . %a,Z 

4-- 

eje mayor es el doble de la de su eje menor. Q- / 2.0 
17. Demostrar que la longitud del eje menor de una elipse es media g r o p o r . b  

cional entre las longitudes de su eje mayor y su lado recto. - 'y , 18. Demostrar que la longitud del semieje menor de una elipse es media 
,J- - 

proporcional entre 10s dos segmentos del eje mayor determinados por  uno de 10s *r 
focos. 

19. Demostrar que si dos elipses tienen la misma excentricidad, las longi-  
tudes de sus semiejes mayor y menor son proporcionales. 

20. Si P l  (XI .  y l )  es un  pun to  cualqaiera de la elipse b 2 x a + a 2 y 2  = aab2 ,  
demuistrese quqdus radios vectores son a + ex1 y a - exl. Establecer el signi- 
ficado de la sups de estas longitudes. 

21. Halla 10s radios vectores del pun to  (3, W )  que es t i  sobre la elipse 
J l  12 7xr + 16yr , . 

u ' ,  
js,, LY %' t LC&, , 



1 8 0  GEOMETRIA ANALITICA PLANA 

22. Los puntos  extremos de u n  d i imetro  de la elipse b 2 x 2  + a Z  yZ = a3 b2 
son P I  y Pp.  Si  F es uno  de 10s focos de la elipse, demostrar que  la suma de 
10s radios vectores F P I  y F P a  es igual a la longitud del eje mayor.  

23. Si k es u n  numero posit ivo,  demostrar quo la ecuaci6n 3 x 2  + 4ya = k 
representa una  familia de elipses cada una de las cuales tiene de excentri- 
cidad s. 

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 24-26, usando la definici6n de elipse, hallar la 
ecuaci6n de la elipse a par t i r  de 10s datos dadoa. Reduzcase la ecuaci6n a la pri-  
mera forma ordinaria por  transformation de coordenadas. 

24. Focos ( 3 .  8) y ( 3 .  2)  ; longitud del eje mayor = 10. 
26. VCrtices (- 3 .  - 1)  y (5. - 1 ) ;  excentricidad = 95. 
26. VQrtices (2,  6)  y (2. - 2 )  : longi tud  del lado recto = 2. 

27. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geometric0 de un  pun to  que se 
mueve de tal m a n e n  quo su distancia de la recta y = - 8 eu aiempre igual a1 
doble de su distancia del p u n t o  (0, - 2 ) .  

28. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomltrico dc 10s puntoe  me- 
diom de las ordenadas de 10s p u n t o s  de la circunferencia x9 + yz = 9. 

29. Hallar e identificar la eeuaci6n del lugar geomhtrico de 10s puntoa que 
dividen a las ordenadas de 10s pun tos  de la circunferencia x2 + y 2  = 16 en la 
raz6n 1 : 4. (Dos  soluciones.) 

30. U n  segmento A B  de longitud fi ja se mueve de tal manera que su extre- 
mo  A permanece aiempre sobre el eje X y su extremo B siempre sobre el eje Y. 
Si  P es u n  pun to  ctlalquiera, dis:into de A y B. y quo n o  estC aobre el segmento 
AB o en su  prolongaci6n, demudstrese quo el lugar geomdtrico de P es una 
elipse. U n  instrumento basado sobre este principio se usa para construir  elipses 
teniendo como datos 10s ejes mayor y menor. 

62. Ecuaci6n de la elipse de centro (h,  k) y ejes paralelos a 10s 
coordenados. Ahora considernremos la determinacidn de la eeuaci6n 
de una elipse cuyo centro no esth en el origen y cuyos ejes son parale- 
10s a 10s ejes coordenados. Segiln eeto, consideremos la elipse cuyo 

Y eentro estfi en el punto (h , k) y cuyo 
Y' eje focal es parelelo a1 eje X tal como 

se indica en la figura 89. Sean 2a y 2b 
las longitudes de 10s ejes mayor y me- 

-*x' nor de la elipse , respectivamente . Si 
10s cjes coordenados son trasladados 

I de manera que el nuevo origen 0' 

I >x coincida con el centro (h , k) de la 
Fig .  89 elipse, se sigue, del teoremtl 1,  Ar- 

ticulo 61 , que la ecuaci6n de la elipse 
con referencia a 10s nuevos ejes X '  y Y 1  estL dada por 
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De la ecuaci6n (1) puede deducirss la ecuaci6n de la elipse referida a 
10s ejes originales X y Y usando las ecuaciones de transformaci6n del 
teorema 1 ,  Articulo 50, a saber : 

x = x r + h ,  y = y f + k ,  
de donde : 

$ = z - h ,  y r = g - k .  

Si sustituimos estos valores de x' y yr en la ecuaci6n (I), obtenemos 

que es la ecuaci6n de la elipse referida a 10s ejes originales X y Y .  
AnBlogamente , podemos demostrar que la elipse cuyo centro es el 

punto (h , k )  . y cuyo eje focal es paralelo a1 eje Y tiene por ecuaci6n 

Las ecuaciones (2) y (3) se llaman, generalmente, la segunda 
ecuacidn ordinaria de la elipse. Los result ado^^ precedentes , juntos con 
el teorema 1 del Articulo 61 , nos dan el siguiente 

TEOREMA 2. La ecuacidn de la elipse de cenlro el punlo ( h ,  k) y 
eje focal paralelo a1 eje X ,  estd dada por la segunda forma ordinaria, 

Si el eje focal es paralelo a1 eje Y ,  su ecuacidn estd dada por la 
segunda f orma ordinaria 

Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b es la del 
semieje menor, c es la dislancia del cenlro a cada foco , y a ,  b y c 
estdn ligadas por la relacidn 

a2 = b2 + c2.  

Tambibn , para cada elipse, la longitud de cada uno de sus lados rectos 

es 2b' , y la excentricidad c esld dado por la rclocidn 
a 
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Ejemplo 1. Los virtices de una elipse tienen por  coordcnadas (- 3, 7) y 
(- 3, - 1 ) .  y la longitud de cada lado recto es 2 .  Hallar la ecuaci6n de la 
elipse, las longitudes de sus ejes mayor y menor, las coordenadas de sus focos 
y su excentricidad. 

Soluci6n. Como 10s v6rtices V  y V 1  estin sobre el eje focal y sus abscisan 
son ambas - 3, se sigue (fig. 90) que el eje 

Y focal es paralelo a1 eje Y.  P o r  tanto.  por el 
teorema 2.  la ecuaci6n de la elipse es de la 
forma 

( x - h ) l  ( ~ - k ) ; = ~ .  
b  a + aa 

E l  centro C ea el pun to  medio del eje ma- 
yor V V 1 ,  y sus coordenadas s o  n ,  por lo  
tanto. (- 3, 3 ) .  La longitud del ~ j e  ma- 
yor  V V 1  es 8, como se puede ver fdcilmente. 
P o r  tanto,  2a = 8 y a  = 4. La  longitud del 

2ba lado recto es - = 2.  Como a  = 4. se sigue 
a  

que 2b2 = 8 ,  de donde b  = 2 ,  y la longitud 
del eje menor es 4. Luego la ecuacion de la 
elipse es 

Fig.  90 

Tambi in .  ca = aa - b;  = 16 - 4 = 12. de d o n d e c = 2 6. Por  tanto.  
las coordenadas de 10s focos son F (- 3, 3 + 2 f i )  y F ' ( -  3, 3 - 2 f i )  , 

c 2 f i  f i  
y la excentricidad e = - = - 

4 
- -. 

2 

Consideremos ahora la ecuaci6n de la elipse en la forma 

( ~ - - h ) ~  + (Y -k)= = 1. 
a2 b2 ( 2 )  

Si quitamos denominadores, desarrollamos, trasponemos y ordenamos 
t6minos , obtenemos 

la cual puede escribirse en la forma 

e n  d o n d e ,  A = b 2 ,  C = a a ,  D = - 2b3h, E = - 2a2k y 
F = b2 h2 + a2 k2 - d b2. Evidentemente , 10s coeficientes A y C de- 
ben ser del mismo s i g n ~ .  
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Reciprocamente , consideremos una ecuaci6n de la forrna ( 5 )  y 
reduzcimosla a la forma ordinaria ( 2 )  completando cuadrados . Ob- 
tenernos 

Sea M = CD2 + A E 2  - 4ACF 
4A2 C2 

Si M # 0 , la ecuaci6n ( 6 )  puede 

escribirse en la forma 

que es la ecuaci6n ordinaria de la elipse. 
Como A y C deben concordar en signo, podemos suponer, sin 

perder generalidad, que son ambos positivos. Por lo tanto,  si ( 5 )  
debe representar una elipse, la ecuaci6n ( 7 )  demuestra que M debe 
ser positivo. El denominador 4A2 C 2  de M es positivo ; por tanto,  
el signo de M depende del signo de su numerador CD2+AE*-4ACF, 
a1 que designaremos por N. De acuerdo con esto , comparando las 
ecuaciones ( 6  ) y ( 7  ) , vemos que , si N > 0 , ( 5 ) representa una 
elipse ; de ( 6 )  , si N = 0 , ( 5 )  representa el punto dnico 

llamado usualmente una elipse punto, y si N < 0 ,  la ecuaci6n ( 6 )  
muestra que ( 5 )  no representa ningdn lugar geombtrico real. 

Una discusi6n semejante se aplica a la otra forma de la segunda 
ecuaci6n ordinaria de la elipse. Por tanto, tenemos el siguiente 

TEOREMA 3. Si 10s coeficientes A y C son del mismo signo, la ecuacidn 

A x 2 + C y 2 + D x + E y + F = 0  

representa una elipse de ejes paralelos a 10s coordenados, o bien un punto, 
o no representa ningzin lugar geomdtrico real. 

Ejemplo 2. La ecuaci6n de una elipse es x" 4y" 2% - 12y + 6 = 0. 
Reducir esta ecuacibn a la forma ordiuaria y determinar las coordenadas del cen- 
tro, de 10s virtices y de 10s focos; calcular las longitudes del eje mayor. del eje 
menor, de cada lado recto y la excentricidad. 

Soluci6n. Vamos a reducir la ecuacibn dada a la forma ordinaria, complc- 
tando 10s cuadrados. Resulta: 
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de donde. ( ~ + 1 ) ~ + 4 ( ~ - 3 6 ) ~ = 4 .  

de manera que la forma ordinaria es 

Las coordenadas del centro C son, evidentemente. (- 1. 3 4 ) ,  y el eje focal es 
paralelo a1 eje X. Como a' = 4.  a = 2 ,  y las coordenadas de 10s vertices V y V '  

Fig .  91 

son (- 1 + 2, y5) y (- 1 - 2, s), o sea. (1, %) y (- 3, 3 6 ) .  respectiva- - 
mente. Como c2 = a' - ba, resulta. c = d 4  - 1 a 4 5 ,  y las coordenadas 

de 10s focos F y F 1  son ( -  1 + dj. 34) y ( -  1 - 4 3 .  M )  . respectiva- 
mente. La longitud del eje mayor es 2a = 4, la del eje menor es. 26 = 2,  y la 

2b1 2.1 c -d3 longitud de cada lado recto es - = - = 1. La excentricidad es e = ---. 
a 2 a 2 

E l  lugar geomitrico esth representado en la figura 91. 

EJEBCICIOS. Grupo 28 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. Deducir  y discutir la ecuacibn ordinaria 'X - h'2  + ( Y  - = 1. 
ba e a' 

2. P o r  transformaci6n de coordenadas, reducir las dos formas de la segunda 
ccuaci6n ordinaria a las dos  formas correspondientes de la primera ecuaci6n ordi -  
naria de la elipse. 

3. ~i la ecuacibn de una elipse viene dada en la forma 

demostrar que las coordenadas de sus vertices son (h + a. k). ( h  - a k )  . y 
que las coordenadas de sus focos son ( h  + c, k) , ( h  - c ,  k )  , en donde. 
c 5 d m - - .  

4. Usar la primera ecuacibn de la elipse para deducir la siguiente propiedad 
geomitrica intrinseca de la elipse: Si 0 es el centro de una elipse cuyos semiejes 
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mayor y menor son de longitudes a y b ,  respectivamente, y Q es el pie de la 
perpendicular trazada desde cualquier punto  P de la elipse a su eje focal, en- 
tonces 

5. Aplicando la propieiad intrinseca d t  la elipse. establecida en el ejer- 
cicio 4, deducir las dos formas de la segunda ecuaci6n ordinaria de la elipse. 

6. Los vertices de una elipse son 10s puntos ( I ,  1) y (7, 1) y su excentri- 
cidad es 3 6 .  Hallar la ecuaci6n de la elipse, las coordenadas de sus focos y las 
longitudes de sus ejes mayor y menor y de cada lado recto. 

7. Los focos de una elipse son 10s puntos (- 4. - 2) y (- 4, - 6 ) .  y la 
longitud de cada lado recto es 6. Hillese la ecuaci6n de la elipse y su excen- 
tricidad. 

8. Los vertices de una elipse son 10s puntos (1 ,  -6) y (9, -6)  y la lon- 
gitud de cada lado recto es $/2. Hallar la ecuacidn de la elipse, las coordenadas 
de sus focos y su excentricidad. 

9. Los focos de una elipse son 10s puntos ( 3 ,  8)  y (3, 2 ) ,  y la longitud 
de su eje menor es 8. Hallar la ecuaci6n de la elipse, las coordenadas de sus vet- 
tices y su excentricidad. 

10. E l  centro de una elipse es el punto  (- 2, - 1) y uno de sus vertices es 
el punto  (3. - 1 ) .  Si la longitud de cada lado recto es 4, hillese la ecuacidn , 

de la elipse. su excentricidad y las coordenadas de sus focos. 
11. El  centro de una elipse es el pun to  (2. - 4) y el vertice y el foco de un 

mismo lado del centro son 10s puntos (- 2, - 4) y (- 1, - 4 ) ,  respectiva- 
mente. Hallar la ecuaci6n de la elipse, su pxcentricidad, la longitud de su eje 
menor y la de cada lado recto. 

12. Discutir la ecuaci6n Ax2 + Cy? + D x  + Ey + F = 0 cuando A y C 
son ambos positivos y b = E = 0. 

Eli cada uno de 10s ejercicios 13-16, reducir la ecuacidn dada a la segunda 
forma ordinaria de la ecuaci6n de una elipse, y determinense las coordenadas del 
centro, vertices y focos, las longitudes de 10s ejes mayor y menor, y la de cada 
lado recto y la excentricidad. 

17. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 62 trasladando 10s ejes coordenados. 
18. Resolver el ejercicio 16 por traslacidn de 10s ejes coordenados. 
19. Si el centro de una elipse no es t i  en el origen, y sus ejes son paralelos a 

10s coordenados, demuistrese que la ecuaci6n de la elipse puede estar completa- 
mente determinada siempre que se conozcan las coordenadas de cuatro de sus 
puntos.  

20. Hallar la ecuaci6n de la elipse que pasa por lor cuatro puntos (1, 3 ) ,  

( -  1, 4 ) .  (0. 3 - 9) y (- 3 .  3) y tiene sus ejes panlelos a 10s coordenados. 

21. Hallar la ecuaci6n de la familia de elipses que tienen un centro comun 
(2, 3 ) ,  un eje focal combn paralelo a1 eje X, y la misma excentricidad igual 
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a K . D i b u j a r  tres elementor de la famil ia  asignando tres valores diferentes al  
parametro.  

22. L a  ecuacion de una famil ia  de el ipsrs  es 4 x a  + 9 y 2  + a x  + by - 11 = 0. 
Hal la r  la ecuacion del elernento de la farnilia que  pasa por  10s p u n t o s  (2 ,  3 )  
Y (5. 1 ) .  

23. L a  ecuacion de una farnilia de elipses es k x 2  + 4 y 2  + 6 x  - 8y - 5 = 0. 
Hal la r  las ecuaciones de aquellos elernentos de la famil ia  que  tienen una  excen- 
tr icidad igual  a  K . 

24. Hal la r  las longi tudes  de 10s radios vectores del p u n t o  (2,  1 )  de la 
elipse 9x1  + y2 - 18x - ?y + 1 = 0. 

25. E l  p u n t o  medio de una cuerda de la elipse xa + 4ya  - 6 x  - 8y - 3 = 0 
es el p u n t o  ( 5 .  2 ) .  Hal la r  la ecuacion de la cuerda. 

26. Hallar  e  identif icar  la ecuaci6n del lugar  geomi t r ico  de u n  p u n t o  q u e  se 
mueve de tal manera que  sil distancia del eje Y es siempre igual  a1 doble de su  
distancia del p u n t o  (3. 2 ) .  

27. Desde cada p u n t o  de la circunferencia x 2  + y 2  + 4 x  + 4y - 8  = 0 ,  se 
t raza una perpendicular  al  d i i rne t ro  paralelo al  eje X. Hal la r  e  identif icar  la 
ecuacion del lugar  geomi t r ico  de 10s p u n t o s  medios de estas perpendiculares. 
T r a z a r  el lugar  geomitr ico.  

28. Desde cada p u n t o  de la c i r c u n f ~ r e n c i a  x2 + y 2  - 6 x  - 2 y  + 1 = 0. se 
t raza una perpeadicular  al d i i rne t ro  paralelo al  eje Y. Hal la r  e  identif icar  la 
ecuaci6n del lugar  geomi t r ico  de 10s p u n t o s  medios de estas perpendiculares. 
T r a z a r  el lugar  geomftr ico.  

29. L a  base de u n  t r i i n g u l o  es de longi tud  f i j a ,  s iendo sus extremos 10s 
puntos  (0, 0 )  y ( 6 ,  0 ) .  Hal la r  e  identif icar  la ecuacidn del lugar  geomitr ico 
del vir t ice opues to  q u e  se mueve de manera que  el p roducto  de las tangentes de 
10s i n g u l o s  de las bases es siempre igual  a  4 .  

30. Hallar  e  identif icar  la ecuaci6n del lugar  geomi t r ico  del centro de una  
circunferencia que  se mantiene tangente a las circunferencias x2+ys-  4y -12 = 0 
y x 2  + y1 = 1. ( D o s  soluciones.)  

63. Propiedades de la elipse. Muchas de las propiedades m4s 
importantes de la elipse esttin nsociadas con sus tangentes. Como la 
ecuacidn de una elipse es de segundo grado, sus tangentes pueden 
determinarse empleando la condici6n para la tangencia estudinda en el 
Articulo 44. El  procedimiento para la resoluci6n de problemas relati- 
vos a tangentes a la elipse es , por lo tanto, identico a1 usado para la 
circunferencia (Art. 45) y la partibola (Art. 57). Por esto , se deja 
como ejercicio el demostrar 10s teoremas 4 y 5 que enunciamos a con- 

TEOREMA 4 .  La tangente a la elipse b2 x2 + a2 y2 = a2 b2 en cual- 
quier punto PI (XI , yl) de la curva tiene por ecuacidn 

TEOREMA 5 .  Las ecuaciones de la tangentes de pendiente m a la 
elipse b2 x2 + a2 y2 = a2 b2 son 

y = mx * d a2m2 + b2.  











CAPITULO VIII 

L A  H I P E R B O L A  

64. Definiciones. Una hipirbola es el lugar geometrico de un 
punto que se mueve en un plano de tal rnanera que el valor absoluto 
de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano , llama- 
dos jocos, es siempre igual a una cantidad constante, positiva y 
menor que la distancia entre 10s focos. 

La definici6n de la hiperbola excluye el caso en que el punto m6vil 
se mueva sobre la recta que pasa por 10s focos a excepci6n del segmento 

Fig .  93 

comprendido entre ellos. Los focos y el punto medio de este segmento 
no pueden pertenecer a1 lugar geom6trico . 

El lector debe obsellrar la estrecha analogia que existe entre las 
definiciones de la hiperbola y elipse. La analogia entre estas dos cur- 
vas se encontrarh frecuentemente a medida que svancemos en nuestro 
estudio de la hiperbola. 

E n  el articulo siguiente veremos que la hiphbola consta de dos 
ramas diferentes , cada una de longitud infinita . En la figura 93 se ha 
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dibujado una porci6n de cada una de estaa ramas; los, focos estbn 
designados por F y F' . La recta l que pasa por 10s focos tiene varios 
nombres ; conlo para lit elipse crecmos conveniente introducir el t6r- 
mino eje focal para dc~ignur esta recta. El eje focal corta a la hip&- 
bola en dos puntos, V y V '  , llamados vdrtices. La porci6n del eje 
focal comprendido entro 10s v6rtices, el segmento V'J' , se llama 
eje transverso. El punto rnedio C del eje transverso se Hama centro . 
La recta I' que pasa por C y es perpendicular a1 eje focal I tiene 
varios nombres ; nosotras , como lo hicirnos para la elipse , considera- 
rnos conveniente introducir cl t6rmino eje normal para esta recta. E l  
eje normal I '  no corta a la hipdrbola ; sin embargo, una porci6n defi- 
nida de este eje,  el segrnento AA' en la figura 93,  que tiene C pol. 
punto medio, se llama eje conjugado. La longitud del eje conjugado 
se dar& en el siguiente articulo . El segmento que une dos puntos dife- 
rentes cualesquiera de la hiperbola se llama cuerda; estos puntos pue- 
den ser ambos de la misma rama , como para la cuerda BB' , o uno de 
una rama y el otro de la otra ,  como pars el eje trnnsverso V V ' .  En 
particular, una cuerda que pasa por un foco , tal como EE' se llama 
cuerda focal Una cuerda focal, tal como LL' , perpendicular a1 eje 
focal 1 se llama lado recto; evidentemente, por tener dos focos, la 
hiperbola tiene dos iados rectos. Una cuerda que pasa por C, tai como 
DD' , se llama didmetro.  Si P es un punto cualquiera de la hiperbola, 
10s segmentos FP y F'P que unen 10s focos con el punto P se llaman 
raclios vectores de P . 

65. Primera ecuacidn ordinaria de la hiperbola. Consideremos la 
hiperbola de centro en el origen y 

Y cuyo eje focal coincide con el cje X 
(fig. 94) .  Los focos F y F' estitn 
entonces sobre el eje X .  Como el 
centro 0 es el p u n t  o medio del 
segmento FF ' , 1 a s coordenadas 

*X de F Y F' serin ( c ,  0) Y (- c, 0)) 
respectivarnente , s i e n d o c una 
constante positiva. Sea P ( x ,  y) 
un punto cualquiera de la hip6rbo- 
la .  Entonces , por la definici6n de 

Fig. 94 la hiphrbola, el punto P debe sa- 
tisfacer la condici6n geombtrica 

siguiente , que expresa que el valor absoluto de la diferencia de las 
distancias del punto a 10s focos es una cantidad constante, 

I I R I - ~ F ' P / /  = 2 a ,  (1) 
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en donde a es una constante po~itiva y 2a < 2c. La condici6n geo- 
mCtrica ( 1 )  es equivalente a lae dos relaciones , 

La relaci6n ( 2 )  es verdadera cuando P est$ sobre la rama izquierda 
de la hip6rbola ; la relaci6n (3 )  se verifica cuando P eat& sobre la 
rama derecha . 

Por el teorema 2 , Articulo 6 ,  tenemos 

de manera que la condici6n geometrica ( 1  ) cst4 expresada analitica- 
mente por -- 

d ( z - ~ ) ~ + 1 / ' - t / ( ~ + ~ ) ' +  y2 = 2a ,  ( 4 )  

correspondiendo las ecuaciones ( 4 )  y ( 5 )  a las relacioncs ( 2 )  y ( 3 )  , 
respectivamente . 

Por el mismo procedimiento usado a1 transformar y simplificar la 
ecuaci6n ( 2 )  del Articulo 61 para la elipse, podemos demostrar que 
las ecuaciones (1) y (5) se reducen cada una a 

Por ser c  > a ,  c2 - a' es un nrimero positivo que podemos desig- 
nar por by Por tanto, sustituyendo en la ecuaci6n ( 6 )  la relaci6n 

b2 = ~2 - a2 , ( 7  
obtencmos 

b Z x 2 -  a 2 y z  = a'b?, 

que puede escribirae en la forma 

Podemos demostrar reciprocamente , que si Pl(z1 ,  y ~ )  es un punto 
cualquiera cuyas coordenadas satisfacen la ecuaci6n ( 8 )  , entonces PI  
satisface la condici6n geomCtrica ( 1 )  y , por lo tanto, est& sobre la 
hip6rbola . Luego la ecuaci6n ( 8 )  es la ecuaci6n de la hipdrbola . 

Estudiemos ahora la ecuaci6n (8) de acuerdo con el Articulo 19.  
Las intersecciones con el eje X son a y - a .  Por tanto, las coorde- 
nadas de 10s vertices V y V son (a, 0 )  y (- a ,  0 )  , respectiva- 
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mente , y la longitud del eje transveno es igual a 2 a ,  que es la cons- 
tante que interviene en la definici6n. Aunque no hay intersecciones 
con el eje Y ,  do8 puntos, A(0 ,  b) y A1(O, - b) ,  se tornan como 
extremos del eje conjugado . Por tanto , la longitud del eje conjugado 
es igual a 2b. 

La ecuaci6n (8)  muestra que la hipdrbola es simdtrica con respecto 
a ambos ejes coordenados y a1 origen . 

Despejando y de la ecuaci6n (8) , resulta : 

Por tanto, para que 10s valoies de y Sean reales, z est4 restringida a 
variar dentro de 10s intervalos z 2 a y z L - a .  De aqui que nin- 
guna porei6n del lugar geometric0 aparece en la regi6n comprendida 
entre las rectas z = a y z = - a .  

Despejando z de la ecuaci6n (8)  se obtiene 

de la cual vemos que r es real para todos 10s valores reales de y . 
Segdn esto , las ecuaciones (9)  y ( l o ) ,  juntas, con la simetrfa del 

lugar geomdtrico , muestran que la hiperbola no es una curva cerrada 
sino que consta de dos ramas diferentes, una de las cuales se extiende 
indefinidamente hacia la dereoha, arriba y abajo del eje X ,  y la otra 
se extiende indefinidamente hacia la izquierda y por arriba y abajo 
del eje X. 

La hiperbola (8 )  no tiene asfntotas verticales ni horizontales. 
En el siguiente artfculo demostraremos, sin embargo, que la curva 
tiene dos asintotas oblicuas . 

De la ecuacidn (9 )  y de la relaci6n ( 7)  , hallamos que la longitud 
2b' 

de cada lado recto es a. 
Como para la elipse , la excentricidad e de una hipdrbola e ~ t &  defi- 

C 
nida por la raz6n -. Por tanto, de (7) ,  tenemos 

a 

Como c > a ,  la excentricidad de una hipirbola es m a y o r  que la 
unidad . 
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Si el centro de la hipdrbola eat4 en el origen pero su eje focal ooin- 
cide con el eje Y ,  hllamos , anhlogamente , que la ecuacibn de la 
hiperbola es 

La diacusi6n completa de la ecuaci6n ( 12) se dejn a1 estudiante. 
Las ecuaciones ( 8) y ( 12) las llamaremos primera ecuacibn ordi- 

naria de la hipkbola. Son la8 m4e simples de esta curva Dor lo que nos 
referiremos a ellas como formas can6nicas. 

Los resultados precedentes se rer;rumen en el siguiente 

TEOREMA 1. La ecuacibn de la hipkrbola de centro en el origen , eje 
focal coincidente con el eje X , y focou los puntos (c, 0 )  y (- c, 0 ) ,  es 

S i  el eje focal coincide con el ejs Y , ,  de nurnera que las cootdenadas 
de los focos sean ( 0 ,  c) y (0 , - c) , entonces la ecuaci6n es 

Para cada hipbbola , a es la longitud del semieje transverso , b la del 
semieje conjugado, c la distancia del centro a cada loco , y a ,  b , c 
estdn ligadas por la relaci6n 

Tambidn, para cada hipdrbolu, la longitud de cada uno & sus lados 
2b2 

rectos es - , y la excentricidad e eutd dada por la relacidn 
a 

NOTA. La posici6n de unaelipse con relacion a 10s ejes coordcnados puede 
determinarse como se indic6 en la nota del teorema I del Articulo 61. Este me- 
todo no es aplicablt a la hipirbola. ya que podemos toner a > b, a < b o a = b. 
La posici6n de la hiphrbola se determina por loo signos de 10s -0eficientes de las 
variables en la forma can6nica de su ecuaci6n. La variable de coeficiente posi- 
tivo corresponde a1 eje coordenado que contiene a1 eje transverso de la hiplrbola. 

Ejemplo. Los virtices de una hipirbola son lcs p u n t o s V  (0.  3) y 
V1(O, - 3 ) .  y sus focos 10s pantoa F(0, 5)  y F 1 ( O ,  - 5 ) .  Hallar la ecua- 
cion de la hiphrbola, las longitudes de su9 ejes transverso y conjugado, su 
excentricidad y la longitud de cada lado recto. 
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Solucibn. Como 10s vkrtices y 10s focos es t in  sobre el eje Y,  el eje focal 
coincide con el eje Y. Ademls,  el pun to  medio del eje transverso es t l ,  eviden- 
temente, en el origen. P o t  tanto ,  po r  el teorema I, la ecuacion de la hipkr- 
bola es de la forma 

La dirtancia entre 10s virtices es 20 - 6, longi tud .del  eje transverso. La  
distancia entre 10s focog es 2c = 10. P o r  tanto,  a a 3 y c ,= 5. de donde 

Fig .  95 

ba = C Z  - 02  = 25 - 9 = 16, POI lo  tanto.  b = 4. y la longitud del oje conju-  
gado er 26 = 8. La ecuacion de la hipkrbola es entonces 

5 L a  excontricidad es e = -5 = - y la  l o n  g i t u d de cada lado r e  c t o e 
'? 3 '  

E l  lngar geomktrico es t l  representado en la f igura 95, en donde el eje conju-  
gad0 e s t i  indicado por  el segment0 AA' del eje X. 

EJEECICIOS. Grupo 30 

Dibu ja r  una  figura para cada ejercicio. 

1. Demoatrar que  1as ecuaciones (4) y (5) del Articnlo 65 se reducen cada 
una a la ecnacidn (6). 

2. Demoatrar que ai P I  es un pun to  cualquiera cnyas coordenadas (XI,  yl) 
aatisfacen la ecuacibn Lax' - a2 ya = a2 b 2 ,  entonces P I  es t i  sobre la hipirbola 
reprerentada p o t  esta ecuacicin. 
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3. Deducir la ecuaci6n ordinaria 2 - 2 = 1 a partir  de la definici6n dc 
as b2 

hipirbola.  
4. Desarrollar una discusi6n completa de la ecuaci6n ordinaria 

5 .  Demostrar un procedimiento para obtener, con escuadras y compis.  
puntos  de una hipirbola,  dados 10s focos y la longitud de nu eje transvcrso. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 6-9. para la ecuaci6n dada de la hipirbola,  h i -  
llense las coordenadas de lor virtices y focos. las longitudes de 10s ejes transverso 
y conjugado, la excentricidad y la longitod de cada lado recto. Triceae y discd- 
tare el lugar geomitrico. 

10. Los virtices de una hiperbola son 10s puntos  V(2.  0 ) .  V 1 ( -  2 .  0 ) .  
y sus focos son 10s puntos  F  ( 3 ,  0 ) .  F 1 ( -  3 .  0 ) .  Hallar su ecuaci6n y su ex- 
centricidad. 

11. E l  centro de una hipirbola es t i  en el origen, y su eje transverso esta 
sobre el eje Y. Si on foco es el pun to  ( 0 ,  5 )  y la excentricidad es igual a 3. 
hillese la ecuacion de la hipirbola y la longitud de cada lado recto. 

12. Los extremos del cje conjugado de una hiperbola son 10s puntos  ( 0 .  3 )  
y ( 0 .  - 3 ) .  y la longitud de cada lado recto es 6. Hallar la ecuacibn de la 
hipirbola y su excentricidad. 

13. Los virtices de una hipirbola son ( 0 ,  4 ) .  ( 0 ,  - 4 ) .  y su excentricidad 
es igual a 3 6 .  Hallar la ecoaci6n de la hipirbola y las coordenadar de aos focor. 

14. Una hipirbola tiene su centro en el origen y su eje transverso aobre el 
eje X. Hallar su ecuaci6n rabiendo que su excentricidad es /2 y q u e la 
curva pasa por  el p u n t o  ( 2 ,  1 ) .  

16. Una hipirbola tiene su centro en el origen y so ejc conjugado c s t i  sobre 
el eje X. La  longitud de cada lado recto es ?<, y la hipirbola pasa por el pon to  
(- 1. 2 ) .  Hallar su ecuaci6n. 
16. Hallar la ecoaci6n de la hipirbola que pasa por  10s puntos  (3 .  - 2 )  y 

(7, 6) , tiene su ccntro en el origen y el eje transverso coincide con el t je X. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 17-19, usando 13 definici6n de hipirbola,  hallar 
la ecuaci6n de dicha curva a partir  de 10s datos dados. Mediante o n  cambio de 
coordenadas, poner la ecuaci6n en la primera forma ordinaria. 

17. Focos (- 7, 3 )  , (- I ,  3 )  ; longitud del eje transverso = 4. 
18. ,Vir t ices  (1, 4 ) .  ( 5 ,  4 )  : longitod del lado recto = 5. b 

19. Virticea ( 3 ,  4 )  . ( 3 .  - 2 )  ; excentricidad - 2 .  

20. Demostrar qne la longitud del eje conjogado de ona hipirbola es media 
proporcional entre las longitudes de su eje transverro y su lado recto. 

21. Si  k es un ndmero cualqoiera diferente de cero, dcmostrar quc la ccaa- 
ci6n 3x2 - 3ya = k rcpresentr una familia de hiphrbolar dc cxccntricidad igaal 

a 4 2 .  
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22. Si  P I  (XI, yl) es u n  punto  cualquiera de la hipirbola b s ~ s - a 2 y ~ = a 2 b s ,  
demoatrar quo las longitudes de sus radios vectores son I ex, + a  I y 1 ex, - a  1. 

23. Hallar 1aa longitudes de 10s radios vectores del punto  (6, 5 )  de la h ip i r -  
bola 5xa - 4yS = 80. 

24. Hallar e identificar la ecuacidn del lugar geomitrico de un pun to  que se 
mueve de tal manera que su distancia del pun to  (6, 0) es siempre igual a1 doble 
de au distancia de la recta 2x - 3 - 0. 

25. La base de u n  t r i ingulo  es de longitud fi ja siendo sus puntos extremos 
(3. 0 )  y (- 3, 0) .  Hallar e identificar la ecuacion del lugar geomitrico del 
virtice opuesto si el product0 de Ias pendientes de 10s lados variables es siempre 
igual a 4. Trazar  el lugar geomitrico. 

. 66. Asintotas de la hipdrbola. Si de la forma can6nica de la 
ecuaci6n de la hiperbola 

despejamos y , obknemos 

que puede escribirse en la forma 

Frecuentemente se desea investigar lo que ocurre en una ecuaci6n 
cuando una de las variables aumenta numericamente sin llmite. (Ver 
nota 3,  Art. 18. ) Si un punto de la hiperbola (1) se mueve a lo 
largo de la curva, de manera que su abscisa z aumenta numericamente 
sin llmite , el radical del segundo miembro de (2 )  se aproxime m&s y 
m&e R la unidad , y la ecuaci6n tiende a la forma 

b b 
Como la ecuaci6n (3) represents las rectas y I -z y y = - e x ,  

a 
esto nos conduce a inferir , de la definici6n de ztqlntota (Art. 18) , quc 
la hiperbola es aslntota a estas dos rectas. Ahora demostraremos 
que esta deducci6n ee correcta . 

Sea PI (XI, yl) un punto cualquiera de la parte superior de la rama 
derecha de la hiperbola ( 1 ) , como se indica en la figura 96. La ecua- 

b 
ci6n de la recta y = - z puede escribirse en la forma 

a 
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Por el t,eorema 9 del Articu!~ 33,  la distancia d de la recta ( 4 )  a1 
punto P l  (XI ,  y l )  est& dada por 

Si multiplicamos nunierador y denominador del segundo miembro de 
(5)  por I bxl + nyll ,  obtenemos 

Pero como P I  est& sobre la hiperbola ( 1 )  , b2 z12 - a2 yi2  = as b2 , de 
manara que la ecuaci6n ( 6 )  puede escribirse en la forrna 

Si P I  se mueve hacia la derecha a lo largo de la curva y se aleja inde- 
finidamente del origen , sus coordenadas, X I  y yl , aumentan ambas 

Fig. % 

de valor sin lfmite, de manera que, por la ecuaci6n ( 7 ) ,  d decrece 
continuamente y se aproxima a cero. Se sigue , de acuerdo con esto , 
por la definici6n de asintota (Art. 18) , que la recta ( 4 )  es una asin- 
tota de la rama derecha de la hiperbola ( 1  ) . 

Si P I  eat4 sobre la parte inferior de la rama izquierda de la hip& 
bola ( 1 )  y se mueve hacia la izquierda a lo largo de la curva alej&n- 
dose indefinidamente del origen, entonces sus coordenadas xi y yl  
aumentan de valor ambas sin limite en la direcci6n negativa. La 
ecuaci6n ( 7 )  muestra entonces que d decrece continuamente y tiende 
a cero , de donde se sigue que la recta ( 4 )  es tambien una asintota de 
la rama izquierda de la hiperbola ( 1 ) .  
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Quedan dos casos por considerar que son, cuando PI ests sobre la 
parte inferior de la rama derecha y cuando est& sobre la parte superior 
de la rama jzquierda. Empleando el mismo razonamiento que en 10s 
dos phrrafos anteriores , podemos demostrar que la recta b.c + a y  = 0 
es una asintota de ambas ramas de la hipbrbola ( 1 ) . 

Estos resultados se resumen en el siguiente : 

TEOREMA 2 .  La hipdrbola b2 x2 - a2 y2 = a2 b2 , tiene por asfntotas 
las rectas bx - ay = 0 y bx + ay = 0. - @ 

NOTAS. 1. Si la ecuaci6n de una hipirhola esti  en su forma canbnica, las 
ecuaciones de sus asintotas pueden obtenerse reemplazando el t i rmino constante 
por cero y factorizando el primer miembro. Asi, para la hipirbola 9 x a  -4y1=36.  
tenemos 9 x 2  - 4ya = 0, de donde. ( 3 x  + 2 y )  ( 3 x  - Zy) = 0, y las ecuaciones 
de las asintotas son 3 x  + 2  = 0 y 3x - 2 y  = 0. 

2.  La grifica de una hiplrbola puede esbozarse muy ficilmente trazando sus 
virtices y sus asintotas. Las asintotas acthan en la grifica como lineas guia 
(ver nota 4. Art.  18). 
Ejemglo. Hallar la ecuacion oe la hiplrbola que pasa por el punto  ( 6 ,  2 )  

tiene su centro en el origen, su eje transverso esti  sobre el eje X,  y una de sus 
asintotas es la recta 2 x  - 5y = 0. 

Solucibn. Por  el teorema 2  anterior, la otra asintota es la recta 2x+5y = 0. 

Y 
Las ecuaciones de ambas asintotas 
pueden obtenerse haciendo k igual 

&-5y=0 a cero en la ecuaci6n 

( 2 x  - 5 y )  ( 2 x  + 5 y )  = I;. 

X o sea, 

4x1  - 25y2  = k. 
I 

Como la hipirbola buscada debe 
Fig.  97 pasar por el pun to  ( 6 .  2 ) ,  las 

coordenadas de este pun to  deben 
satisfacer la ecuaci6n de la hipirbola,  P o r  tanto. si hacemos x = 6  y y  = 2  en 
la hltima ecuacion, hallamos k = 44,  y la ecuaci6n de la hipirbola que se 
busca es 

4 x 2  - 25y2 = 44. 

La grhfica es la figura 97.  

67. Hiperbola equilhtera o rectangular. Consideremos la hip& 
bola especial cuyos ejes transverao y conjugado son de igual lonaitud . 
Entonces a = b ; y la ecuaci6n b2 z2 - a2 y2 = a2 bz toma la forma mris 
sencilla 

Debido a la igualdad de sus ejes , la hiperbola ( 1) se llama hipdrbola 
equildera . 
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Por el teoremtt. 2 del Articulo 66,  las asfntotas de la hipfirbola 
equilhtera (1) son las rectas x - y = 0 y z 4- y = 0. Como estas 
rectas son perpendiculares , resultn que las asintotas de una hipCrbola 
equil6tera son perpendiculares entre sf. Por esta raz6n la hip&- 
bola equilhtera se llama tambi6n hipbrbola rectangular. Es un ejercicio 
fhcil demostrar que , recfprocamente, una hiperbola rectangular es 
tambi6n equilhtera . 

Una forma particuittrmente simple y dtil de la ecuacicin de la hip&- 
bola equilstera es 

ry=  k ,  ( 2 )  

en donde k es una constante cualquiera diferente de cero . Aplicando 
10s m6todos del Articulo 18, podemos demostrar que la curva (2)  tiene 
por asintotas a 10s ejes coordenados, y que, si k es positivo la grhfica 
es como se ve en la figura 98. El estudiante debe demoatrar que si se 
giran 10s ejes coordenados un Angulo de 45', la ecuaci6n (2)  se trans- 
forma en x12 - yt2 = 2k, que es la ecuacicin de una hipQrbola equi 
16tera . 

Fig.  98 Fig .  99 

68. Hipdrbolas conjugadas Si dos hipCrbolas son taIes que el eje 
transverso de cada una es identico a1 eje conjugado de la otra, se 
llaman hipdrbolas conjugadas. Cada hiperbola es entonces la hipdrbola 
conjugada de la o t d  , y hmbi6n se dice que cada hiperbola es conju- 
gada con respecto a la ot ra, . 

Si la ecuaci6n de una hipertola es 
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entonces , de acuerdo con la definici6n , la hiperbola conjugada de ( 1 ) 
tiene por ecuaci6n 

Evidentemente, la ecuacidn (2) puede obtenerse de la ecuacidn (1) 
csmbiando simplemente el signo de uno de 10s miembros de ( 1 ) . Asi , 
si la ecuacidn de una hiperbola es 2x2 - 7ya = 1 8 ,  entonces la ecua- 
ci6n de su hiperbola conjugada es 7y2 - 2t2 = 18. 

El par de hiperbolas conjugadas (1) y (2), junto con sus asinto- 
tas ,  se han trazado en la figura 99. E s  un ejercicio sencillo de~nostrar 
que un par de hiperbolas conjugadas tienen un centro comfin, un par 
comfin de asintotas, y todos sus focos equidistan del centro . 

El estudiante debe observar el recthngulo dibujado en la figura 99. 
Un bosquejo aproximado de un par de hipCrbolas conjugadas pueden 
obtenerse fhcilmente construyendo primem este rectingulo, ya que sus 
diagonales son las asintotas. 

EJEBCICIOS. Qrupo 31 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. Si el pun to  P I  ( X I ,  yl) esti  sobre la parte inferior de la rama derecha de 
la hipirbola b.!x2 - a a  ya = a a b 8, dernostrar que la recta bx  + ay = 0 es una 
asintota de la rama derecha. 

2. Si el pun to  Pl ( X I ,  y l )  es t i  sobre la parte superior de la rama izquierda 
de la hipirbola ba xa - aa ya = aa  bs, dernostrar que la recta bx  + ay = 0 es una  
asintota de la rama izquierda. 

3. Demostrar que la h ip i rbola  b2ya - aaxa = a2b1 tiene po r  asintotas las 
rectas by - a x  = 0 y by + a x  = 0. 

4. Hallar y trazar las ecuaciones de las asintotas de la hipirbola 

4x5 - 5ya = 7. 

5 .  Hallar 10s puntos  de intersection de la recta 2x - 9y + 12 = 0 con las 
asintotas de la hipirbola 4xa - 9ya = 11. 

6 .  Hallar la ecuacion de la hipirbola que pasa por el pun to  (3 .  - I ) ,  su 
centro es t i  en el origen, su eje transverso es t i  sobre el eje X,  y una de sus asin- 
totas es la recta 

2x + 3 dZI /  = 0. 

7. Hallar la ecuacion de la hipirbola que pasa por el pun to  (2, 3 ) .  tiene su 
cegtro en el origen, su eje transverso es t i  sobre el eje Y, y una de sus asintotas 
es la recta 2y - d x  = 0. 

8. Hallar la distancia del foco de la derecha de la hipirbola 16xa -9ya = 144 
a una cualquiera de sus dos  asintotas.  

9. Demostrar que si las aaintotas de una hiphrbola son perpendiculares entre 
s i ,  la hipirbola es equil i tera.  
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10. Discut i r  y trazar la grif ica de la ecuaci6n x y  = - 8 .  
11. Demostrar  que  la excentricidad de toda h ip i rbola  equil i tera es igua l  

a 4 3 .  
12. Demostrar  que  el producto de  las distancias de cualquier pun to  de una 

hipdrbola equil i tera a sus asintotas es una constante. 
13. Hal lar  e identificar la ecuacibn del lugar geometrico de un pun to  que  se 

mueve de tal manera que  el producto  de sus distancias a dos rectas perpendicu- 
lares es siempre igual a una constante.  

14. Hallar  la ecuacibn de la hipe'rbola equil i tera que pasa p o r  el p u n t o  
(- 1, - 5)  y tiene p o t  asintotas a 10s ejes coordenados. 
15. Demostrar  que la distancia de cualquier  p u n t o  de una h ip i t bo l a  equ i l i -  

tera a su centro es media proporcional  entre las longitudes de 10s radios vectores 
del punto .  Sugesr idn:  Viase el ejercicio 22 del g rupo  30, Ar t icu lo  65. g el 
ejercicio 11 de este grupo.  

16. Hallar  las coordenadas de 10s virtices y focos, y la excentricidad de l a  
h ip i rbola  que es conjugada a la que  tiene p o r  ecuacibn 

17. Demostrar  que dos  h ip i rbolas  conjugadas tienen las mismas asintotas.  
18. Demostrar  que  10s focos de un  par de h ip i rbolas  conjugadas es t in  sobre 

una circunferencia. 
19. Demostrar  que  si  una h ip i rbola  es equi l i te ra ,  su h ip i rbola  conjugada 

es t amb i in  eqoilatera.  
20. La excentricidad de la h ip i rbola  bQx2 - a2  y2 = a 2 b 2  es e l .  Si la ex-  

centricidad de su h ip i rbola  conjugada es es demostrar  que  el : en = b  : a .  
21. Si  las excentricidades de dos  h ip i rbolas  conjugadas son e l  y en, demos- 

t r a r  que e l2  + en' = e,aen2.  
22. Demost rar  que la distancia de a n  foco a una cualquiera de las as in to tas  

de una hipkrbola es igual a la longi tud  de su semieje conjugado.  
23. Si  a es el i u g u l o  agudo de inclinaci6n de una asintota de la h ip i t bo l a  

b 2 x P  - a2  y2 = a 2 b ) ,  demostrar  que su excentricidad es igual a sec a. 
24. Demostrar  que si  una recta es paralela a una asintota de una h ip i rbola .  

corta a la curva solamente en un  pun to .  
25. Demostrar  que el producto  de las distancias de cualquier p u n t o  de una  

h ip i rbola  a sus asintotas es constante. 

69. Segunda ecuacidn ordinaria de la  hiperbola. Si el centro de 
una hiperbola no estti en el origen, pero sus ejes son paralelos a 10s ejes 
coordenados , sus ecuaciones pueden obtenerse tal como se determinrt- 
ron ambas formas de la segunda ecuaci6n ordinaria de la elipse 
(Art. 62). Por esto, se deja a1 estudiante , como ejercicio , el demos-- 
trar el siguiente teorema : 

TEOREMA 3 .  La ecuacidn de una hipdrbola de centro el punto 
(h , k )  y eje focal paralelo a1 eje X , es de la jorma 
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S'i el eje focal es paralelo ul eje Y , szc ecua,cidn es 

Para cada hipkrbola , a es la longitud del semiqje transverso, b la 
del semieje conjugado, c la distancia del centro a cada uno de 10s jocos , 
y a , b , c estdn ligadas por la relacibn 

2b2 
T a m b i h  , para cada h ipkbola  , la longitud de cada lado recto es - , y a 
la excentricidad e estd dada por la relacidn 

Una discusi6n de la segunda forma ordinaria do la ecuaci6n de la 
hipbrbola, ansloga a la di~cusi6n que para la elipse nos condujo a1 
teorema 3 del ArtlcuIo 62, nos da el siguiente 

TEOREMA 4 .  S i  10s co~jicieittes A y C di$ercn en cl s igno ,  la 
ecuacidn 

As2 + Cy2 + DX + Ey + F = 0 

representa u n a  hipdrbola de Qes paralelos a los coordenados , o u n  par de 
rectas que se cortan . 

Ejomplo.  Discutir  el lugar geomitrico de la ecuacibn 

Solucibn. Van:os a reducir la ecuacibn (1) a la forma ordinaria comple- 
tando 10s cuadrados. Entonces. 

9 ( x a  - 6 x )  - 4 ( y 2  - 2y) = - 113 
Y 

9 ( ~ ~ - 6 ~ + 9 ) - 4 ( y 9 - 2 ~ + 1 ) =  - 1 1 3 + 8 1  - 4 ,  
de donde, 

9 ( x  - 3) '  - 4 ( y  - I ) '  - 36. 

de manera quo 1~ forma ordinaria es 

quo es la ecuaci6n de una hip4rbola cuyo centro C es el pun to  ( 3 .  1)  y cuyo eje 
focal es paralelo a1 eje Y (fig. 100) . 

Como a" 9, a = 3, y las coordenadas de 10s v i r t i c e s V y V ' son 
(3, 1 + 3 )  y (3. 1 - 3 ) ,  o sea, (3, 4) y (3, - 2 ) .  respectivamente. C o m o  - 
ca = a2 + by  c = 4 9  + 4 = 43 , y las coordenadas de 10s focos F y F' son 
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(3. 1 + d z )  y (3. 1 - d3), res~ec t ivamente .  La  longi tud  del eje trans-  
verso es 2a = 6, la del eje conjugado es 26 = 4, y la de cada lado recto es 

8 dE '60 = -. La excentricidad es e = 4- = -. 
a 3 a 3 - 

Para  obtener las ecuaciones de las asintotas,  aplicaremos el teorema 2 del 
Ar t icu lo  66, teniendo en cuenta que  el centro de la hiperbola es el p u n t o  (3, 1) 

F ig .  100 

y n o  el origen.  Si  10s ejes coordenados son trasladados de manera que  el nuevo 
origen sea el centro C (3, I ) ,  la ccuacion (2) sz reduce a la forma canonica 

de mod0  que  las e cuac ion~s  de las asintotas referidasa 10s nuevos ejes se obtienen 

Pe ro  esta ul t ima relacion a1 ser referida a 10s ejes originales S y Y,  toma la 
forma 

----- 
9 4 

( 3 )  

de donde.  

2 

de manera que  las ecuaciones de las asintotas referidas a 10s ejes originales 
X y Y son - 1 3 y - -1-3 ,o y - x s o  

3 +2 3 2 .  
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o sea, 3% + 2y - 11 = 0, y 3% - 2y - 7 = 0. 

E l  estudiante debe observar que la relaci6n (3) puede obtenerse inmediatamente 
reemplazando el t i rmino constante por cero en el segundo miembro de la ecua- 
cidn ordinaria (2 ) .  (Ver el ejercicio 13 del grupo 32, siguiente.) 

EJERCICIOS. Grupo 32 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar el teorema 3 del Articulo 69. 
2. P o r  transformacibn de coordenadas, reducir las dos formas de la segun- 

da ecuaci6n ordinaria a las dos formas correspondientes de la primera ecuacion 
ordinaria de la hipirbola.  

3. Si la ecuaci6n de una hiperbola esta dada en la forma 

demuistrese que las coordenadas de sus vertices son ( h  + a, k )  . ( h  - a. k )  . 
y que las coordenadas d r  sus focos son ( h  + c, k) , ( h  - c ,  k ) ,  siendo 

c = d m .  
4. Emplear la primera ecuacibn ordinaria de la hipirbola para deducir la 

siguiente propiedad geomhtrica intrinseca de la hipfrbola:  Si el punto  0 es el 
centro de una hiperbola cuyos semiejes transverso y conjugado son de longitudes 
a y b ,  respectivamente. y Q es el pie de la perpendicular trazada desde cual- 
quier pun to  P de la hipirbola a su eje focal, se verifica que 

5. Por  medio de la propiedad iatrinseca de la hipirbola,  establecida en el 
ejercicio 4 ,  deducir ambas formas de la segunda ecuacion ordinaria de la h i -  
perbola. 

6. Los vertices de una hipirbola son 10s puntos ( -  1. 3) y (3. 3 ) ,  y su 
excentricidad es 5. Hallar la ecuaci6n de la hipirbola,  las coordenadas de sus 
focos, y las longitudes de sus ejes transverso y conjugado, y de cada lado recto. 

7. Los  vertices de una hiphrbola son 10s puntos (- 2. 2 )  y (- 2 ,  - 4 ) .  
y la longitud de su lado recto es 2. Hallar la ecuaci6n de la curva, laa coorde- 
nadas de sus focos y su excentricidad. 

8. E l  centro de una hipirbola es el pun to  (2 .  - 2 )  y uno de sus virtices 
el punto  (0, - 2 ) .  Si la longitud de su lado recto es 8 ,  hallar la ecuacion de 
la curva, la longitud de su eje conjugado y su excentricidad. 

9.  Los focos de una hiperbola son 10s puntos  (4 .  - 2) y ( 4 .  - 8 ) .  y la 
longitud de su eje transverso es 4. Hallar la ecuaci6n de la h ipi rbola ,  la longi- 
tud de su lado recto y su excentricidad. 

10. E l  centro de una hipirbola es el punto  ( 4 ,  5 )  y uno de sus focos 
es ( 8 ,  5 ) .  Si la excentricidad de la hipirbola es 2, hallar su ecuacidn y las lon- 
gitudes de sus ejes transverso y conjugado. 

11. Los virtices de una hipirbola son 10s puntos (- 3, 2 )  y (- 3, - 2 ) ,  
y la longitud de su eje conjugado es 6. Hallar la ecuaci6n de la hiphrbola, las 
coordenadas de sus focos y su excentricidad. 



12. Demostrar el teorema 4 del Ar t iculo  69. 
13. Demostrar que las ecuaciones de las asintotas de la hipbrbola 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 14-18. reducir la ecuacion dada a la segunda 
forma ordinaria de la ecuacibn de la hipirbola y determinar las coordenadas 
del centro, vertices y focos, las longitudes de 10s ejes transverso y conjugado, 
y del lado recto, la excentricidad y las ecuaciones de las asintotas. 

19. Resolver el ejercicio 14 por  traslaci6n de loa ejes coordenados. 
20. Hallar el i ngu lo  agudo de intoraeccibn de las asintotaa do la h ip i rbola  

9x2 - y l -  36% - 2y + 4 4  - 0. 
21. Hallar la ecuacidn de la h ip i tbola  que pasa por  el punto  (4, 6 ) ,  tiene 

el eje focal paralelo a1 eje X,  y sus asintotas son laa rectas 2x + y - 3 = 0 y 
2 x - y - 1 = 0 .  

22. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomitrico de un p u n t o  que se 
mueve de tal manera quo su distancia del pun to  (3, 2) es siempre igual al tr iple 
de su distancia a la recta y + 1 = 0. 

23. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomitrico de un pun to  que xe 
mueve de tal manera que au distancia del pun to  (2. - 1) es siempre igual a1 
doble de su distancia de la recta x  + 2  = 0.  

24. La base de un tr iangulo es de longitud f i ja ,  siendo sus extremos 10s 
puntos  (0. 0) y (4. 0). Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomitrico 
del vertice opuesto si u n o  de 10s ingulos  de la base es siempre igual al doble 
del o t ro .  

26. Un observador estacionado en el pun to  P oye el estarnpido de un rifle 
y el golpe de la bala sobre el objetivo en el mismo instante.  Dernostrar que el 
lugar geom6trico de P es una hipirbola.  

70. Propiedades de la hiperbola. Muchas propiedades de la hi- 
pbrbola est4n asociadas con sus tangentes. Como la ecuaci6n de una 
hiperbola es de segundo grado, sus tangentes pueden obtenerse em- 
pleando la condici6n para tangencia discutida en el Artfculo 44. Las 
demostraciones de 10s teoremas 5 y 6 ,  enunciados a continuaci6n, se 
dejan como ejercicios a1 estudiante. Debe comparar estos teoremas 
con 10s antilogos establecidos para la elipse (Art. 63, teoremas 4 y 5 )  . 

TEOREMA 5 .  La ecuacidn de la tangate a la hipbrbola 

en cualquier punto PI (XI , y~ ) de la curva es 



2 0 8  G E O M E T R I A  A N A L I T I C A  PLANA 

TEOREMA 6 .  Las ecuaciones de las tangentes a la hiphbola 

b2 x2 - a? y? = ,2 b2 
de pendiente m son 

La hiperbola tiene una propiedad focal anhloga a la de la elipse. 
Esta propiedad est4 basada en el siguiente teorema 7 .  La demostra- 
ci6n es semejante a la del teorema anhlogo para la elipse (teorema 6 ,  
Art. 63) y , por tanto, se deja a1 estudiante como ejercicio . 

TEOREMA 7 .  La tangente a una hiphbola en cualquier punto de la 
curva es bisectriz del dngulo jormado por 10s radios vectores de ese punto. 

Para algunos de 10s teoremas que figuran en el siguiente grupo de 
ejercicios , hay teoremas an4logos sobre la elipse ; esto se hace notar 
en cada caso recomendando a1 lector que compare el teorema particular 
con su anhlogo en el grupo 29 del Articulo 63. Tambien debe obser- 
varse que si en una ecuaci6n relativa a una elipse se sustituye la can- 
tidad b2 por - b2 ,  la relaci6n anhloga se verifica entonces para la 
hiperbola. 

EJERCICIOS. Qrupo 93 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar el teorema 5 del Ar t iculo  70. 
2. Demostrar el teorema 6 del Articulo 70. 
3. E n  el teorema 6 del Ar t i i u lo  70, i p o r  q u i  la pendiente m es t i  restrin- 

gida a 10s valores comprendidos en el interval0 I m I > b? Interpretar el resul- 
a 

b tad0 cuando I m 1 = -. 
a 

4. Demostrar el teorema 7 del Articulo 70. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 6-8, hallar las ecuaciones de la tangente y la nor- 
mal y las longitudes de la tangente, normal,  subtangente y subnormal,  para la 
h ip i rbol r  dada, en el pun to  de contact0 indicado. 

8. Hatlar las ecuaciones de las tangentes a la hipirbola 

x' - 2y2 + 4x - 8y - 6 = 0 

que son paralelas a la recta 4x - 4y + 11 = 0. 
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9. Hallar el i ngu lo  formado por las tangentes trazadas del pun to  (3, 6 )  
a la hipirbola xa  - ya + 4x - 2y - 5 = 0. 

10. Hallar 10s valores de m para 10s cuales las rectas de la familia y = m x  -1 
son tangentes a la hipirbola 4xa - 9ya = 36. 

11. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la h ip i r -  
bola b2 ( x  - h )  a - aa  ( y  - k )  a = aaba son 

&,\? f3 
4 

b 
y - k = m ( x - h ) * d a a m * - b a .  ImI>,. (qo\igP ' 

(Ver el ejercicio 13 del g rupo  29. Ar t .  63.) 
\ 12. Se dan una hiplrbola y sus focos. Aplicando el teorema 7 del Articulo 70, 

demostrar un procedimiento para construir  la tangente y la normal en cualquier 
pun to  de la curva. 

13. Demostrar que la ecuaci6n de la normal a la h ip i rbola  bixa-aaya=aa5a 
en el p u a t o  P l ( x 1 ,  y l )  es a a y l x +  b a x l y  - a a x l y l  - b a x l y l  = 0. (Ver el 
ejercicio 14 del grupo 29, Ar t .  63.) 

14. Demostrar que la elipse 2x2 + ya = 10 y la hipirbola 4y3 - xa = 4 son 
ortogonales entre s i  en sus puntos  de intersecci6n. 

15. Demostrar que la olipse xa + 3ya = 6 y la hipirbola x2 - 3y3 = 3 tie- 
nen 10s mismos focos. Tales curvas se llaman conicas homofocales. Demostrar 
que la elipse y la hipirbola del ejercicio 14 son tambiln homofocales. 

16. Demostrar que el product0 de las distancias de 10s focos de una h ip i r -  
bola a cualquier tangente es constante e igual al  cuadrado de la longitud del 
sernieje conjugado. (Ver el ejercicio 19 del grupo 29. Ar t .  63.) 

17. Demostrar que la pendiente de una hipirbola en cualquier extremo de 
cualquiera de sus lados rectos es numlricamente igual a su excentricidad. (Ver 
el ejercicio 18 del g rupo  29, Ar t .  6'1.) 

18. Demostrar que el punto  de contacto de cualquier tangente a una h ip i r -  
bola es el pun to  medio del segment0 de t a n g e n  t e  cornprendido entre las 
asintotas.  

19. E n  un pun to  cualquiera P ,  except0 el virtice, de una hipirbola cqui-  
l i tera.  se traza una normal que corta a1 eje focal en el p ~ ~ h t o  Q. Si 0 es el 

centro de la hipfrbola,  dernuistrese que 1 I = ( I .  
20. Demostrar que el tr iangulo forrnado por una tangente cualquiera a una 

hipirbola y sus asintotas tiene un irea constante. 
21. Las tangentes en 10s virtices de una hipirbola cortan a otra tangente 

cualquiera en 10s puntos  P y Q. Demostrar que 10s puntos  P y Q y 10s focos 
de la hipirbola est6n sobre una circunferencia. 

22. S i  desde un pun to  exterior P I ,  se trazan tangentes a una h ip i rbola ,  el 
segment0 que une 10s puntos  de contacto se llama cuerda de contacto de P I  para 
esa hipirbola.  Si  P l  (XI .  y l )  es un pun to  exterior a la hipirbola 

demuistrese que la ecuaci6n de la cuerda de contacto de P I  es 

(Ver el ejercicio 21 del grupo 29, Ar t .  63.) 
23. Hallar la ecuaci6n de la cuerda de contacto del pun to  (- 2, 4) de la 

hipirbola 3x2 - Z y 2  = 3. 
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24. Demostrar que la ecuacibn del lugar geomitrico de 10s puntos  medios de 
cualquier sistema de cuerdas paralelas de pendiente m de la hipirbola 

Obsirvese que el lugar geomitrico es una linea recta que pasa po r  el centro;  su 
ecuacibn es. por  l o  tanto,  la ecuacibn de un didmefro de la hipirbola.  (Ver  el 
ejercicio 23 del grupo 29. Art .  63.) 

25. Demostrar que si un diametro de una hipirbola biseca a todas las cuer- 
das paralelas a otro d i imetro ,  el segundo di imetro  biseca a todas las cuerdas 
paralelas a1 primero. Tales diametros se llaman diametros conjugados de la 
hipirbola.  (Ver  el ejercicio 25 del grupo 29, Ar t .  63.) 

71. Primer resumen relativo a lae secciones conicas. La parhbola, 
elipse e hiperbola se llaman aeccionea cdnicas o, simplement~ , cdnicas. 
Hemos visto que si la ecuaci6n 

representa un lugar geometrico real, este debe ser una secci6n c6nica 
con uno de sus ejes paralelo (o coincidente) con uno de 10s ejes coorde- 
nados , o bien uno de 10s casos excepcionales de un punto, dos rectas 
coincidentes, dos rectas paralelas o dos rectas que se cortan. E s t o ~  
casos excepcionales se llaman tambien formas Eimite de 2as cdnicas o 
chicas degeneradas . 

En el cuadro que se da a continuaci6n, hemos indicado 10s resul- 
tados principales obtenidos hasta aqui . Por conveniencia nos referimos 
a1 eje linico de la parabola como a su eje focal. Adernhs, para que el 
cuadro quede cornpleto, hemos indicado que la parhhola tiene una 
excentricidad igual a la unidad ; esto serh establecido en el capitulo 
siguiente. Como la elipse y la hiperpola tienen cada una un centro , 
se llaman cdnicas centrales. La parhbola , no teniendo centro , sc 
llama cdnica no central. La circunferencia puede considerarse como un 
caso especial de la elipse . 

En la formaci6n del cuadro, ha sido necesario, dehido a1 tamaiio 
limitado de la pAgina, restringir algunos de 10s datos a referencias 
para otras partes del libro . El estudiante debe , por lo tanto,  repro- 
ducir la tabla completa en una hoja de papel suficientemente grande e 
incluir todos 10s datos dados en las referencias. Puede aiiadir tambi6n 
ot,ros datos, como , por ejemplo , las ecuaciones de las tangentes a las 
c6nicas. 
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CAPITULO I S  

ECUACION GENERAL DE SEGUADO GRADO 

72. Iiltroduccibn. E n  cste capftulo haremos un estudio de la 
ecuaci6n general de segundo grado , 

En particular, considerarcmos el caso en que la ecuaci6n ( 1 ) contiene 
un tdrmino en zy , es decir, el caso en que B  z 0 .  Demostraremos 
que por medio de una mtaci6n de 10s ejes coordenados siempre es posi- 
ble transformar la ecuaci6n ( 1 ) en otra de la formn 

Atzt2 + Ctyt' + Dlxt + Etyt + Ft = 0 ,  ( 2 )  

m la que uno de 10s coeficientes At y Ct  , por lo menos, es ciiferent,c 
de cero , y no nparece el tbrmino en zt yt . 

Hemos visto (Art. 71) que si la ecuaci6n (2)  representa un lugar 
geombtrico real, representa o bien una c6nicn o uno de 10s ca,ws escep - 
cionales de un punto o un par de rectas. Como la naturaleea de un 
lugar geombtrico no se altern por transformaci6n de coordenatlas, se 
sigue que , si la ecuaci6n ( 1 ) tiene lugar geomdtrico , este lugar geo- 
mbtrico debe ser tambibn o una secci6n c6nica o uno de 10s casos 
excepcionales de un punto o un par de rectas. Por lo tanto,  la ecua- 
ci6n ( 1 ) se toma, generalmente, como la definicidn anal.ltica de cdnica . 
De esto podemos inferir la existencia de una definicidn geomilrica que 
incluyn a todas las c6nicae. Veremos mbs adelante (Art. 75) que tal 
definicidn general exist.e para la par&bola., la elipse e hipdrbola. 

73. Transforrnacion de la ecuaci6n genera! por rotacion de 10s ejes 
coordenados. Apliquemos a la ecuaci6n general 

A z 2 + B x y + C y 2 + D z + E y + P = 0 ,  (1) 

en donde B z 0 ,  las ecuaciones de transformacibn por rotacidn 

x = xt cos 9 - yt sen 13 , y = xt sen B + yt cos B , 
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b.Q 
dadas en el teorerna 2 del Artfculo 5fl  'kenernos : 

A(z'cos 8 -ytsen 8) '+  B(ztcos 8 -ytsen 8 )  (dsen 8 + y t c o s 8 )  

+ C ( z t s e n 6  + ytcos8)" D(a!coe8 -ytsen 8 )  

+E(z 'senB + y t c o s 8 ) + F = 0 .  

Si desarrollarnos y agruparnos 10s t&rminos, obtenernos 

Atz" + Btd:'yt + c'$? + Dtzt + E t  + F t = O ,  (2)  

en donde, 

A t  = Acos" + + s e n  8 cos8 +CsenZ 8 ,  
B t  = 2(C - A) sen 8 cos 8 + B(cos2 8 - sen' 81, 
C '  = A sen2 8 - B sen 8 cos 8 + C cos' 8 ,  

D t =  D c o s B + E s e n B ,  
E t = 1 3 c o s 8 - D s e n 8 ,  
F 1 =  F. 

Si la ecunci6n transforrnada ( 2 )  va a carecer del t6rmino en z'yt , 
el coeficiente B t  debe anularse . Por tanto , debemos tener h 

2(C - A )  sen 8 cos 8 + B(cosZ 8 -sen2 8 )  = 0 

Por medio de las f6mulas trigonom6tricae del Bngulo doble (Ap6n- 
dice IC , 7) , esta dltima ecuaci6n puede eacribirse! en la forma 

( C - A ) s e n 2 8 + B c o s 2 8  = O .  (4 )  

Si A f C , de la ecuaci6n (4) tenemoa la relaci6n 
L 

Si A = C ,  entonces la ecuaci6n (4) se reduce a la forma 

B cos28 = 0 .  

Como B f 0 ,  por hip6tesis, se sigue (Apdndice IB , 2) que 

cos 28 = 0 .  (5)  

El Angulo de rotaci6n 8 queda restringido a1 intervalo 0' 5 6 < 90' 
(nota , teorerna 2 , Art. 51) , de rnanera que el intervalo de variaci6n 
para 28 ,,es 0" 5 28 < 180". Por tanto, de la ecuaci6n ( 5 ) ,  tenemos 
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Resumiendo : 

TEOREMA 1 .  La ecuaidn general de segundo grado 

Ax2 + Bxy+ Cya + D x  + E y +  F 0 ,  (1 )  

en donde B + 0 ,  p u e h  t rans fomrse  siempre en otra de la forma 

sin Mrmino en x'yf  , haciendo girar 10s ejes coordenados un  dngulo posi- 
tivo agudo 8 tal que 

tg 28 = - d A f C ,  A - C '  
Y 

8 = 4 5 O ,  s i A = C .  

NOTA. P o r  rnedio del teorema 1, es poaible determinar el i ngu lo  0 y por  
tanto,  10s valores de sen 0 y cos 0 para usarlos en Ias ecuaciones de transforma- 
cion por  rotation. D E  aqui  que 1as ecuaciones de transformaci6n pueden obte- 
nerre antes de hacer la sasti tuci6n en la ecuacion original. Eato nos conduce a 
redacir considerablemente la cantidad de operaciones en lor problemar del t i po  
del ejemplo 2 del Articulo 51. 

Del teorema 1 podemos deducir una conclusidn muy importante. 
El hgulo  de rotacidn 8 es de 45' , si A = C ,  o bien tal que 

tg 28 = - s i A t C  
A - C '  

Como B # 0 ,  tg 28 # O ,  y , por tanto, 8 es diferente de cero en 
todos 10s casos . De acuerdo con esto , la ecuacidn general ( 1 ) puede 
transformawe en la forma (6)  girando 10s ejes coordenados un Angulo 
diferente de cero. Pero hemos visto que, si la ecuaci6n (6)  repre- 
senta una secci6n c6nica, el eje focal es paralelo a (o coincidente con) 
uno de 10s ejes coordenados, y reciprocamente. Por tanto, si la 
ecuaci6n ( 1 ) represents una c6nica, el eje focal debe ser oblicuo con 
respecto a 10s ejes coordenados y reclpmcamente. Este resultado lo 
enunciamos en el siguiente teorema : 

TEOREMA 2 .  S i  la ecuacidn general de segundo grado , 

en donde B Z 0 ,  represents una seccibn cbnica, el eje focal es oblicuo 
con rwpecto a 10s ejes coordenados , y redprocamente . 
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74. El indicador I = B2 - 4AC. En el Articulo 73 vimos que , 
si 10s ejes coordenados giran un &ngulo 8 , la ecuaci6n general 

A z 2 + B x y + C y 2 + D z + E y + F = 0 ,  B # 0 ,  (1) 

M&s abn, si se selecciona el ingulo de rotaci6n 8 como lo especifica 
el teorema 1 del Articulo 73, la ecuaci6n (2) toma la forma 

A'sf2 + CIyf2 + D1x/ + Elyl + FI = 0 .  (4 

se transforma en la ecuaci6n 

A'zI2+ B'x'y' + C ' t 2  + Dfxl+  E'y' + F '  = 0 ,  ( 2 )  
en dontle, 

En el Articulo 71 presentamos un resumen de la naturalem del 
lugar geom6trico de la ecuaci6n (4 ) .  Por ejemplo, si A' o C' son 
iguales a cero, uno u otro, la ecuaci6n (4) representa una partibola 
cuyo eje es paralelo a (o coincidente con) uno de 10s ejes coordenados , 
o constituye uno de 10s casos excepcionales de doa rectas diferentes o 
coincidentes , paralelas a uno de 10s ejes coordenados , o n i n a n  lugar 
geom6trico. Ahora diremos, con el fin de una mayor brevedad de 
expresi6n, que la ecuaci6n (4)  representa una cdnica gdnero pardbola. 
Para 10s demfis casos se usarfin terminos semejantes a1 anterior s e d n  
las siguientes definiciones : 

DEFINICIONES. 1 .  Si Cno de 10s dos coeficientes A' o C' es 
igual a cero , la ecuaci6n (4 )  representa una c6nica gdnero pardbola, 
es decir , uno cualquiera de 10s casos especificados en el teorema 3 del 
Articulo 56. 

2 . Si A' y C ' son del mismo signo , se dice que la ecuaci6n ( 4) 
representa una c6nica del g6nero elipse, es decir, uno cualquiera de 10s 
casos especificados en el teorema 3 del Articulo 62. 

3 .  8i A' y C' son de signo contrano, se dice que la ecuaci6n (4) 
representa una c6nica del gdnero hiptbola, es decir, uno cualquiera 
de 10s ca900 especificados en el teorema 4 del Articulo 69. 

Usando las tres primeras relaciones de (3) y la identidad trigono- 
m6trica sen" + cos2 8 = 1, podemos demostrar fficilrnente que 

, 
A' = A cos2 8 + B sen 8 cos 8 + C senz 8 , 
Bf = 2(C - A) sen 8 cos 8 + B(cosz 8 - sen2 8), 
C' = A sen2 8 - B sen 8 cos 8 + C cos2 8 , 
D' = D cos 8 + E sen 8 , 
E' = E c o s 8 - D s e n 8 ,  
F' = F .  

I 

> ( 3 )  
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El lector debe notar particularmente que la relaci6n (5) es indepen- 
diente de 8 , el Bngulo ile rotaci6n. Como la cantidad B" 4AC no 
cambia de valor para ningtcna rotaci6n de 10s ejes coordenados, se 
llama invariante y se dice que es invariante por rotacidn. 

Cuando la ecuaci6n ( 1  ) es transformada en la ecuaci6n ( 4 )  , 
B f  = 0 ,  y la relaci6n ( 5 )  se reduce a 

B 2 - 4 A C =  - 4 A ' C ' .  ( 6 )  

Si uno cualquiera de 10s coeficientes At o C f  es igual a cero , la 
ecuaci6n ( 4 )  y , por tanto, la ( 1  ) , es del g6nero parhbola . En es te 
cam, la relaci6n ( 6 )  muestra que BZ - 4AC = 0 .  

Si At y C t  son del mismo signo, la ecuaci6n (4 )  y ,  en conse- 
cuencia, la ( 1) , es del g6nero elipse. En este caso, la relaci5n ( 6 )  
muestra que R2 - 4AC < 0 .  

Si At y C f  difieren en el signo, la ecuaci6n ( 4 )  y ,  en conse- 
cuencia la ( 1 )  , es del genero hiperbola. En eate caso , la relacirin ( 6 )  
muestra que B2 - 4AC > 0 .  

Como la expresi6n B2 - 4AC indicu la naturaleza del lugar geo- 
metric~ de la ecuaci6n ( 1  ) , llamaremos indicador * a este invariante . 
Denotaremos el indicador por la letra may6scula I ,  es decir , 

Los resultados precedentes se pueden resumir en el siguiente 
tsorema : 

TEOREMA 3 .  La ecuacidn general de segundo grad0, 

represents una cdnica del gknero pardbola, elipse o hipdrbola , segQn que 
el indicador , I = B2 - 4AC, sea cmo , negalivo o positive. 

Ejemplo. Determinar la naturaleza del lugar geomitrico de la ecuaci6n 

Reducir la ecuaci6n a su forma can6nica por transformaci6n de coordenadas. 
Trazar el lugar geomitrico y todos 10s sistemas de coordenadas que hayan sido 
necesarios. 

Soluci6n. Para la ecuaci6n (7). e l  indicador ea 

Como I < 0. la ecuacion (7) es del ginero elipse. 
-- 

N DEL T .  Muchos autores llaman discriminante a esta expresi6n, 
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Para suprimir el t i rmino en xy, hacemos girar 10s ejes coordenados un ingu-  
lo 9 tal que 

B 4 4 tg 28 = - - -- = 
A - C  5 - 2  3' 

De tg  28 podemos obtener cos 28 ya sea por  medio de un t r i ingulo  rectingulo o 
por  la relaci6n 

1 1 
cos 29 = - - 

2 8  - d tg2 28  + I ' 
de donde, 

cos 2 8  = 
1 3 -- 

.\I (413) a + 1 
- 5 .  

Obsirvese que por  ser 8 agudo, 28  estd en el primer0 o en el segundo cuadrantes 
en donde el coseno y la tangente de un ingu lo  son del mismo signo. De este 
valor de cos 28  podemos obtener 10s valores de sen 8 y cos 9 por  medio de las 
form3las trigonomitricas del angulo mitad (apindice IC. 8 ) .  Asi. 

sen 8 = 

cos 9 = J1 + Y 2 ,  -- - J 3  47. 

Las ecuaciones de transformacion por  rotaci6n son entoncea 

2x' - y' 
x = x' cos 8 - yt sen 8 = - 

dT ' 

Suatituyendo estos valorea de x y y en la ecuaci6n (7), obtenemos 

la curl. por  simplifirati6n, toma la forma 

La ecuaci6n (8) puede aimplificarae, bien por una traslaci6n de 10s ejes 
X 1  y Y' o completando 10s cuadrados. E l  estudiante debe verificar el resul- 
tado, quc cs la clipae (fig. 101) 



2 1 8  GEOMETRIA ANALITICA PLANA 

E n  10s problemas del tip0 considerado en este articulo, la grhfica 
se construye , generalmente , a partir d.e la ecuaci6n mhs simple obte- 
nida finalmente por transformaci6n de coordenadas . Se puede hacer 
una comprobaci6n parcial de la exactitud de esta grhfica comparando 
sus intersecciones con 10s ejes originales , cuando existen dichas inter- 

Fig. 101 

secciones, con 10s valores de estas mismas intersecciones obtenidas a 
partir de la ecuaci6n original. 

El teorema 3 del Artlculo 52  establece que el orden en que se efec- 
t6en la traslaci6n y la rotacidn no tiene importancia. Fu6 anotado , 
sin embargo, en la nota 2  de este teorerna que , si 10s t6rminos de 
segundo grado forman un cuadrado perfecto, se debe hacer la rotaci6n 
de los ejes antes de la traslaci6n. En seguida demostraremos la 
raz6n de esto . Si reemplazamos x  y y  en la ecuaci6n general ( 1 ) por 
sus valores dados en las ecusciones de transformaci6n para traslaci6n 

x = x l + h ,  y = y l + k ,  
obtenemos 

A ( x ' +  + I 2 +  B ( x l +  h ) ( y l +  k )  + C ( v f  + k ) 2 +  D ( x l +  h )  
+ E ( y f + k ) + F = O ,  

la cual , por desarrollo y agrupaci6n de terminos , toma la forma 

A d 2  + B x f y f  + C y f 2  + (2Ah + Bk + D )  xf + ( B h  + 2Ck + E ) y f  
+ ( A h 2 + B h k + C k 2 + D h + E k + F ) = 0 .  ( 9 )  

Para eliminar 10s terminos de primer grado de la ecuaci6n ( 9 )  basta 
determinar 10s valores de h  y k  que satisfacen a las ecuaciones 
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Este sistema tiene una soluci6n tinica para h y k , dada por la regla de 
Cramer (Ap6ndice IB ,  6 ) ,  solamente si el determinante del sistema 

Por tanto , si la ecuaci6n ( 1 ) es del genero paribola , en donde 

no podemos eliminar 10s tbrmioos de primer grado comenzando por una 
traslaci6n . En  general , por lo tanto , simplificaremos la ecuaci6n ( 1 ) 
girando primem 10s ejes . 

EJEEOICIOS. Grupo  34 

Los ejercicios 1-5 se refieren a las ecuaciones (1) y ( 2 )  del Articulo 74. 

1. Demostrar que la cantidad Ba - 4AC es invariante por  rotaci6n. de- 
mostrando que B19 - 4A'C1 = BZ - 4 A C .  (Relaci6n [5]. Art .  74.) 

2. Demostrar que la cantidad A + C es invariante por  rotacibn, haciendo 
ver que A1 + C 1  = A + C .  Sugortidn. Usense la primera y tercera relaciones 
de ( 3 ) .  Ar t .  74. 

3. Si  B # 0 pero uno  cualquiera de 10s coeficientes A o C es cero, o 
ambos A y C son cero, demuestrese que la ecuacion (1) es del ginero h i -  
phrbola. 

4. Si  A y C difieren en el signo, demuistrese que la ecuaci6n (1) es del 
g inero  hipirbola ya sea que B sea poaitivo, negativo o nulo.  

5 .  Demostrar que la ecuaci6n (1) es del ginero parlbola si 10s t i rminos  de 
segundo grado forman un  cuadrado perfecto. 

E n  10s ejercicios 6-16, determinar la naturaleza de la c6nica que representa la 
ecuaci6n dada,  y reducir la ecuaci6n a an forma can6nica po r  transformaci6n de 
coordenadas. T r a z a r  el lugar geomitrico,  cuando exista, y todos 10s sistemas 
de ejes coordenados. 
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17. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 51 por el mi todo del Articulo 74. 
18. Resolver el ejemplo del Articulo 52 por el mi todo del Articulo 74. 
19. Elevando a1 cuadrado dos veces, eliminense 10s radicales de la ecuacibn 

X'J  + y M  = 1. Demostrar que el lugar geomitrico de la ecuacibn resultante es 
una paribola,  y determinar q u i  porcibn de esta curva representa el lugar geomi- 
trico de la ecuacidn original. 

20. Si 10s ejes coordenados son trasladados de tal manera que el nuevo origen 
sea el punto  ( h ,  k) , demostrar que la ecuacidn general 

f ( x ,  y) = A x 2  + B x y  + C y a +  D x  + E y  + I :  = 0 

se transforma en otra ecuacibn cuyo tirrnino constante es igual a f ( h ,  k). 

75. Definicibn general de c6nica. Veamos ahora una definici6n 
geometrica de c6nica que incluye a la partthola, la elipse y la hi- 
perbola. 

lo cual puede expresarse analf ticamente por la ecuaci6n 

DEFINICI~N. Dada una recta fija 1 y un punto fijo F no conte- 
nido en esa recta, sc llama cdnica a1 lrlgar geombtrico de un punto P 

que se mueve en el plsno de 1 y F 
Y de tal manera que la raz6n de su 

0 

I distancia de F a su distancia de 1 
es siempre igual a una constante 
positiva . 

\J'(T,Y] A+{ 
el punto La recta fijo fija P ,  1 joco, ee llama y la constan- directriz, 
te positiva, a la que designaremos 

\ 
\ 

por e , ezcentricidad de la c6nica. 
\ 
\ 

Cuando e = 1 , la definici6n ante- 
\ ;X rior es la de la parhbola (Art. 54) .  

P(P,O) Sin ninguna pbrdida de genera- 
lidad , podemos t o  m a r  el eje Y 

Fig. 102 corno directriz del punto F (p , 0)  , 
p # 0 ,  corno foco (fig. 102). Sea 

P (z , y )  un punto cualquiera del lugar geombtrico. Desde P tracernos 
el segmento P A  perpendicular a1 eje Y. Entonces , por 1s definici6n 
anterior, el punto P debe satisfaccr la condici6n geombtrica 
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Elevando a1 cuadrado ambos miembros de esta ecuacidn, quitando 
denominadores y trasponiendo , resulta 

( 1 - e 2 ) x 2 - 2 p x + y Z + p Z =  0 .  ( 2 )  

Podemos demostrar , reciprocamente , que cualquier punto cuyas 
coordenadas eatisfacen la ecuaci6n ( 2 )  es un punto que satisface la 
condici6n geometrica ( 1 )  y ,  por tanto. esth sobre el lugar geome- 
t rico . De acuerdo con esto , la ecuaci6n ( 2 )  es la ecuaci6n buscada . 

Por lo anteriormente estudiado , reconocemos a primera vista que 
el lugar geometrico de la ecuaci6n ( 2 )  es una c6nicaJ pero su natura- 
leza depende, evidentemente, del valor de la excentricidad e .  Hay 
entonces dos casos generales por considerar : I. e  = 1  ; I I .  e  # 1 .  

I .  e = 1 .  En este cam,  la ecuaci6n ( 2 )  toma la forma 

- 2 p x + y 1 +  pZ = 0 .  

Esta ecuaci6n puede escribirse 

que represents una parhbola cuyo vertice es el punto 

eje coincitle con el eje X.  
11. e # 1 .  En este cam,  1  - e2 # 0 .  Dividiendo la ecuaci6n 

( 2 )  por 1  - e 2 ,  ohtenemos 

Completando el cuadrado en X ,  podemos reducir esta ecuaci6n a la 
segunda forma ordinarin de la ecuaci6n de una c6nica central, 

El que la ecuaci6n ( 3 )  represente una elipse o una hiperbola depende 
del valor de e .  Tenemos entonaes dos subcasos : 

a )  e  < 1 .  En este caso , 1  - e2 < 0 ,  - y ambos denominadores 
en el primer miembm de ( 3 )  son positivos. Por tanto, el lugar 
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geombtrico de la ecuaci6n (3) es una elipse. Vamos ahora a demos- 
trar que el valor de e dado por la ecuaci6n (3) es idht ico a1 valor 

C 
previamente definido de 7 (Art. 61) .  

En efecto : Por ser 

tenemos : 

Entonces 
cz pa e4 . (1 - e2l2 - 
a2 ' (1 - e2)' p2 e2 

= e q ,  

de donde , = e l  que es lo que se queria demostrar . a 
b )  e > 1. En este cam,  1 - e2 < 0.  Por tanto, con el fin de 

tener ambos denominadores positivos , escribimos la ecuaci6n (3 )  en 
la forma 

Ev~dentemente , el lugar geometric0 de la ecuaci6n (4) es una hip&- 
bola. Anhlogamente a como hicimos para la elipse podemos demostrar 
que el valor de e dado por la ecuaci6n (3 )  es identico con su valor 

C 
previamente definido de - (Art. 65) . 

a 
Podemos ahora establecer el siguiente teorema : 

TEOREMA 4 .  Una c6nica es una pardbola, una elipse o uaa hipdr- 
bola, seglin que su excentricidad sea igual a, menor que , o mayor que la 
unidad . 

NOTA.  El lector debe observar el paralelismo entre 10s valores del indicador 
1 = B2 - 4AC y de la excentricidad e de las diversas c6nicas, como aparece en 
el siguiente cuadro. 

PARABOLA ELIPSE HIPERBOLA 

Indicador 1 = BZ - 4AC I = 0 I < 0 I > O  

Excentricidad e e 5 1  e < l  e > l  
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Ejemplo 1. Drterminar la ecuacion de la c6nica que tiene por foco el punto  
F (- 1, - 2 ) ,  directriz la recta I : x - y  + 1 = 0 y excentricidad e = . 

Solucibn. P o t  la definici6n general, el lugar geometric0 es una elipse, y 
su ecuaci6n puede obtenerse a partir  de la relacion 

Si elevamos a1 cuadrado, quitamos denominadores, trasponemos y agrupamos 
tirminos,  obtenemos la ecuaci6n buscada, 

7 x S +  2 x y  + 7y2 + 14x + 3 4 ~  + 39 = 0.  

Esta ecuaci6n representa la elipse de la figura 103. 

Fig.  103 

La determinacidn de la ecuaci6n de la directriz de una padbola ya 
ha sido considerada en el Capitulo V I .  Ahora determinaremos las 
ecuaciones de las directrices de las c6nicas centrales. Estas c6nicas 
tienen cada una dos focos y ,  por tanto,  dos directrices, correspon- 
diendo una a cada foco . 

De la simetria de las c6nicas, se sigue, por la ecuhci6n (2) , que 
el eje focal es perpendicular a la directriz. Por tanto, si tomamos la 
ecuaci6n de la elipse en su fonna cantinica, 

las ecuaciones de sus directrices son de las formas x = k y z = I ,  
correspondiendo a 10s focos (c , 0)  y (- c , 0 )  , respectivamente , tal 
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como se indica en la figura 104. Para el foco (c, 0 )  y su directriz 
correspondiente z = k , tenemoa , de la definici6n general de las c& 
nicas , 

d ( x  - c)* + y2 
( 2  - k l =  e .  ( 6 )  

Se deja a1 lector, como ejercicio , la demoatraci6n de que la ecuaci6n 
(6) se reduce a la forma ordinaria 

Como las ecuaciones (5)  y (7) representan un mismo lugar geom6- 
trico , u n a elipae cuyo centro 

Y est& en el origen , de la ecuaci6n 
z= I I, 

z=k ( 7 ) se sigue que 

e2k-c  = 0 ,  

+X de donde, 

r oe n k = - - - - -  - - 
e b 2  e '  

Fig 104 Por tanto, para e\ foco (c, 0 )  , 
de la clipse ( 5 )  , la ccuaci6n dv 

a 
;a directriz es z = -. AnAlogamente , para el foco ( -  r , 0 )  y Is e 

a 
directriz correspondiente z = I ,  hallamos z = - -. 

e 
Exactamente por el mismo procedimiento, hallamos, para la hiper- 

bola, b2 z2 - a2 y2 = a^  b2, que sus focos (c, 0 )  y (- c , 0 )  tienen 
por directrices corredpondientes a las rectas cuyas ecuaciones son , r?s- 

Los resultados precedentes esiin cornprendidos en el siguiente 

TEOREMA 5 .  Para la elipse b h x S  + a2  y2 = a2 b2 y la hipirbola 
bz x: - a? Y 2  = a? b2 , cada una de excentricidad e ,  10s jocos (ae, 0 )  

y (- ae , 0 )  tienen como directrices correspondientes las rectas cuyas 
a a 

ecuaciones son x = - y x = - - respectivamente. e e '  
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E j e m p l o  2. Hallar las coordenadas de 10s focos y las ecuaciones de las diiec- 
trices correspondientes de la hiperbola 3%' - y2 = 12. 

Solucibn.  E x t i h i e n d o  la ecuaci6n en la forma ordinaria. 

vemos que a2 = 4 y b2 = 12. P o r  tanto ,  ca = a2 + b2 = 16. y la excentrici- 
4 dad s = k = - = 2. Entonces, por  el teorema 5 anterior,  la ecuaci6n do la 

a 2  

Fig.  105 

directriz correspondiente a1 foco (4. 0 )  es x  = , o sea, x = 1 ,  y la ecua- 
e 

ci6n de la directriz correspondiente a1 o t ro  foco (- 4, 0 )  es x  = -', o sea, 
e 

x = - 1 (fig. 105).  

E J E R C I C I O S .  G r u p o  35 

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 1-5, hallar la ecuaci6n de la c6nica respectiva a 
partir  de 10s datos dados. 

1. Foco (0,  0 )  : directriz:  x  + 2 y  + 2 = 0 ;  excentricidad = 1. 

d T  
2. Foco (1, - 2 )  : directriz:  x  - 2 y  = 0 ;  excentricidad = -. 

3 
3. Foco (- 1. - 1)  : directriz:  4x + 3y = 12; excentricidad = 5. 
4. Foco ( 3 .  3 )  : directriz: x + 3y = 3 ;  excentricidad = 2 .  

4% 
5. Foco (1, - 3) ; directriz:  3% + y  - 3 = 0 ;  excentricidad = - 

4 .  
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6. Demostrar que cualquier pun to  cuyas coordenadas satisfacen la ecua- 
ci6n (2) es un  pun to  que satisface la condici6n geornitrica ( I )  del Ar t iculo  75. 

7. Hallar las coordenadas del virtice de la paribola del ejercicio 1. 
8. Hallar las coordenadas del centro de la elipse del ejemplo I ,  Articulo 75. 
9. Demostrar que la ecuaci6n (7) del Articulo 75 se deduce de la ecuaci6n 

(6) del mismo articulo. 

10. E n  la ecuaci6n (7) del Articulo 75, demostrar que si k = el deno- 
e  

minador e 2  " - ') a es igual a a2 y el denominador e 2  (k  - ') a es igual a b 2 .  
( I  - e 2 ) 2  1 - e2 

11. Demostrar que el pun to  (- ae, 0) y la recta x  = - 5 son un foco y 
e  

una directriz correspondientes de la elipse b a x P  + a2 y2 = a2 62.  

E n  cada uno  de 10s ejercicios 12-16, hallar las coordenadas de 10s focos y las  
ecuaciones de las directrices correspondientes de la c6nica cuya ecuaci6n se da. 
Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

17. Demostrar el teorema 5 del Articulo 75 para la hiperbola. 
18. P o r  medio del teorema 5, Articulo 75, resolver el ejercicio 20 del gru- 

p o  27. Articulo 61, y el ejercicio 22 del g rupo  30, Articulo 65. 
14. Para la elipse a P x P  + b 2  yP  = a2 b 2 ,  demostrar el teorema correspon- 

diente a1 teorema 5 del Articulo 75. 
20. Para la hiperbola a a x 2  - b P y 2  = a 2 b 2 ,  demostrar el teorema corres- 

pondiente a1 teorema 5 del Articulo 75. 

76. Tangente a la c6nica general. La determinaci6n de las ecua- 
ciones de las tangentes a ]as cdnicas se facilita considerablemente por 
el uso de la ecuaci6n de la tangente a la cdnica general , 

A x 2 + B x y + C y 2 + D x + E y + F = 0 ,  

en un punto de contacto dado,  tal como lo establece el teorema 6 .  
La demostraci6n de este teorema se apoya en la aplicaci6n de la condi- 
ci6n para tangencia (Art. 44) y ,  por tanto,  se deja a1 estudiante 
como ejercicio . 

TEOREMA 6 .  La ecuacidn de la tangente a la cdnica general 

A x 2 + B x y + C y 2 + D x + E y + F = 0 ,  ( 1 )  

en cualquier punlo de contacto dado P I  (XI , yl )  , es 
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NOTAS. 1. S i  las variables en la ecuaci6n (1) se escriben en la f o r m a :  

x a  = x x ,  x y  = Xy ,  y a  = y y ,  x = x + x  - Y + Y ,  
2 ' Y = 2  

y el subindice I  es colocado a una  variable en cada t s r m i n o ,  se obtiene inmedia-  
tamenre I: ecuacidn ( 2 )  . Este  m i t o d o  para recordar la ecuaci6n de la tangent,e 
es m u y  6 t i l .  pero el estudiante debe observar q u e ,  segun t o d o  l o  dumost rado ,  se 
aplica solamente a las ecuaciones de segundo grado  con d o s  variables. 

2. E l  teorema 6 puede usarse a u n  cuando n o  se conozca el p u n t o  de contac to .  
E s t o  se i lus t ra  en el s iguiente e jemplo .  

Ejemplo. Hallar  las ecuaciones de las tangentes t razadas desde el p u n t o  
(4. 1) a la cdnica 

2 x 2  - x y  + y= + x  - 3 y  + 2 = 0 .  ( 3 )  

S o l u c i b n .  Sean ( X I ,  y , )  las coordenadas de u n o  de 10s d o s  p u n t o s  de c o n -  
tacto. Entonces .  p o r  la no ta  1 del teorema 6 anter ior ,  la ecuacion d r  la t an-  
gente en este p u n t o  de contacto es 

C o m o  el p u n t o  (4, 1 )  debe estar  sobre esta tangente,  sus  coordenadas deben 
sat isfacer  esta u l t i m a  ecuacibn,  y tenemos 

la cual  se s impl i f ica  y se reduce a 

Las coordenadas ( x l ,  y l )  del p u n t o  de contac to  satisfacen la  ecuaci6n ( 3 ) .  
y tenemos  

2 x 1 '  - X I  Y I  + y l Z  + X I  - 3 y 1  + 2 = 0. ( 6 )  

Las soluciones comunes  de las ecuaciones ( 5 )  y  ( 6 )  son  X I  = 0. y ~  = 1. y 

Las  ecuaciones de las tangentes q u e  se buscan pueden obtenerse como ecuaciones 
de las rectas q u e  pasan p o r  dos  p u n t o s :  el p u n t o  (4. 1 )  y cada p u n t o  de con- 
tac to ,  o t a m b i i n  sus t i tuyendo las coordenadas de cada u n o  de 10s p u n t o s  de 
contacto en la ecuacion ( 4 ) .  P o r  cualquiera de 10s d o s  mktodos ob tenemos  
y  - I  = 0 y 3 2 x  + 103y - 231 = 0 para  las ecuaciones buscadas. 

E l  estudiante debe t razar  la f igura correspondiente a este ejemplo.  

77. Sistemas de conicas. En la ecuaci6n general de las c6nicas, 

10s coeficientes representan seis constarites arbitrarias que , sin embar- 
go ,  no son independientes, porquc uno cuando menos de 10s tres 
coeficientes A , B y C es diferente de cero , y , si dividimos la ecua- 
ci6n ( 1 ) por uno de estos coeficientes diferenbes de cero vemos que 
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solamente h3y cinco constantes arbitrarias o psrrimetros intlependien- 
tes. Por tanto, la ecuaci6n de una c6nica esth perfectamente deter- 
minacla por cinco condiciones independientes , como mfiximo . Por 
ejemplo, una chriica est5 determinada si se conocen las coordenadas 
de cinco cualesquiera de sus puntos. Para una parfibola , sin embargo, 
s610 se requieren cuatro cosdicionas , pues en este caso 10s coeficientes 
de la ecuaci6n (1 )  satisfacen :a relaci6n B2 - 4AC = 0.  Para deter - 
minar la ecuaci6n de una c6nica que pasa por un grupo de cinco punt03 
dados , basta sustituir las coordcnadas de cada uno de estos puntos en 
la ecuaci6n (1  ) y resolver el sistema resultante de cinco ecuaciones , 
para cinco cualesquicra de 10s coeficientes , en tCnninos del sexto coefi-- 
ciente , siempre que este dltimo coeficiente sea diferente de cero. 

Si una ecuaci6n algebraica de segundo grado con dos variables con-. 
tiene una o m4s constantes arbitrarias o parhmetros independientes, 
representa , en general, una familia o sietema de cdnicas. Hemos dis- 
cutido anteriormente 10s sistemas de rectas (Art. 36) y 10s sistemas 
de circunferencias (Art. 42) ; por tanto, 10s principios bhsicos de 10s 
sistemas de curvas son ya familiares a1 lector. Por ejemplo, la 
ecuaci6n 

za - 2zy + kg2 + 22 - y + 1 = 0 (2 )  

representa una familia de curvas de un pardmefro. La ecuaci6n de 
cunlquier elemento de esta familia puede obtenerse especificando o 
determinando un valor particular para k .  Ael , la ecuaci6n (2 )  repre- 
senta una padbola si k = 1 ,  elipses si k > 1 e hiperbolas si k < 1. 

Una familia de c6nicas interesante es el sistema formado por la8 
c6nicas que pasan por las intersecciones de dos c6nicas dadas. Si u y v 
son las funciones de aequndo grado en las dos variables z y y , enton- 
ces las dos c6nicas dadas pueden representarse por las ecuaciones 

u = O ,  (3 rr 

(4)  v = o .  

Si las c6nicas (3)  y (4 )  se cortan , las coordenadas de cualquiera de 
10s puntos de intersecci6n satisfacen ambas ecuaciones (3)  y (4)  y , 
por tanto , oatisfacen tambi6n a la ecuaci6n 

para todos 10s valorea del parhmetro k (ver el Articulo 42) . En con- 
secuencia , la ecuaci6n (5 )  representn una familia de curvas que pasan 
por las intersecciones de las c6nicas (3 )  y (4 ) .  Como k es una cons- 
tante, el grado de la ecuaci6n (5) no puede ser mayor que 2 ,  y , en 
general, la ecuaci6n representad, por lo tanto, un sistema de c6nicas. 
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Pero , para algdn valor de k , el elemento correspondiente de la fami- 
lia ( 5 )  puede ser una recta ; ya vimos un ejemplo de esto a1 estudiar 
el eje radical (Art . 43 ) . 

Ejemplo. Hallar la ecuaci6n de la cdnica que pasa po r  el pun to  (2, - I )  
y 10s puntos  de intersecci6n de las c6nicas x" 2xy - 2y3 + 2x + y + 1 = 3 y 
2x- + x y  +- y" 5x + 3y - 4 = 0. 

Solucidn. La ecuaci6n de la falnilia de curvas que pasan po r  10s puntos  de 
intersecci6n de las c6nicas dadas son 

Si una de las curvas de la familia (6) pasa p o r  el p u n t o  (2, - I ) ,  Ias cootde- 
nadas de ese pun to  deben satisfacer la ecuaci6n (6), y tenemos 

4 - 4 - 2 + 4 - 1 + 1 + k ( 8 - 2 + 1 - 1 0 - 3 - 4 ) n 0 ,  

de donde, 2 + k (- 10) = 0 y k = 3 4 .  Susti tuyendo este valor de &;en ( 6 ) ,  
obtenemos 

7 x 9  l l x y  - 9 ~ '  + 5x + 8y + 1 = 0 

como ecuacidn de la conica buscada. 
E l  estudiante debe dibujar una figura para este ejemplo. 

Consideraremos ahora el caso importante de las cdnicas homofocales , 
es decir , rtquellas que tienen el mismo foco . Un sistema ta l l  para. 
c6nicas centrales , se representa convenientemente por la ecuaci6n 

en donde k es el pardmetro. En la discusi6n que sigue , ,considerare- 
rnos a > b.  Evidentemente , k no puede tomar ninguno de 10s valo- 
res - a2 o - b' o cualquier otro valor menor que - a Z  . 

Para todos 10s valores de k > - b2 , la ecuaci6n (7) representa 
elipses. Para cada e l ip~e,  la distancitt del centro a uno de sus focos 
cfitb dada pnr 

c = t'(aZ+ k )  -(a'+ k)  = d n .  

(Jomo c es ulln constante independiente del valor de k , todas lss 
rllipsrrs tienen 10s mismos focos (=t d ad - 4z , 0) . 

Para todos 10s valores de k tales que - as < 4 < - ba , la ecua- 
ci6n (7) representa hipC&olas. En este caao , el primer denominador 
enel prinler mietnbm de  (7) es positivo y el segundo denominador es 
aegativo ; por tanto, la ecuaci6n puede escrjbirse en la forma 
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Entonces, para cada hiperbola, la distancia del centro a uno de sus 
focos est4 dada por 

Luego todas las hiperbolas tienen 10s mismos focos , y estos focos son 
identicos a 10s de las elipses. Hemos demostrado entonces que , para 
todos 10s valores admisibles de k la ecuaci6n (7) reprcsenta un sistema 
de elipses e hiperbolas homofocales. E n  la figura 106 rtparecen varios 
elementos de este sistema , siendo 10s focog 10s puntos F y F1. Como 
todas estas c6nicas ticnen un eje focal comiin y un eje normal co- 

miin, se dice que son coaziales. 
Y Sea PI (21 , yl) un punto cual- 

quiera no contenido en ninguno de 
10s ejes coordenados . Si una c6- 
nica del sistema ( 7)  pasa por PI , 
sus coordenadas (XI , yl ) deben 
satisfacer a la ecuaci6n ( 7 )  , y 

,y tenemos 
x15 31" 

a 2 + E + m = 1 9  

que puede escribirae en la forma 

k 2 + ( a 2 +  bb'-XI? - yl"k+a2b2 
- b 2 x 1 2 - a 2 y ~ 2 = 0 .  (8) 

Fia .  106 - 
Para a > b , puede demostrarse 

quc las raices de esta ecuaci6n cuadrhtica en E son reales y deuiguales , 
estando comprendida una entre - a2 y - b2, y siendo la otra mayor 
que - b 2 .  (Ver 10s ejercicios 23-25 del grupo 36 siguiente . ) Pero 
para la primera raiz el sistema ( 7 )  produce una hip6rbola, y para la 
segunda raiz , una elipse . Por tanto , t~nemos  el siguiente resultado : 

Por un punto cualquiera, no contenido en uno de 10s ejes coordenados , 
pasan una hipbrbola y vna elipse del sistema ( 7)  de cdnicas homofocales . 

Tr~cemos  10s radios vectores de PI ; son 10s lnismos para ambns, 
la hiperbola y la elipse, ya que estns c6nicas son homofocales. Sca 
PI T la bisectriz del Angulo FPI Fl formado por 10s radios vectores 
de PI .  Entonce;j, poi- el trol+cma 6 del Articulo 63 ,  PI T es normal a 
I:< elipse en PI . y par el tcorcma 7 del Articulo 70 , .  PI T es tangente 
:i la hiperbola en P I .  I'or tanto,  la elipse y la hiperbola se cortan 
ort,ogonalmentc en PI. Corno PI representa un punto cualquiera no 
contenido en un rje coordrnado, tenemos el sigriiente resultado : 
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La jamilia de elipses y la jamilia de hiphbolas del s i s t e m  ( 7 )  de 
cdnicas homojocales son trayeclorias ortogonales entre si. 

Debido a esta propiedad, se dice que una familia de c6nicas cen- 
trales homofocales es auto-ortogonal. Un ejemplo de una familia auto- 
ortogonal de parhbolas es el sistema de dichas curvas que tienen un 
foco comiin y un eje comiin. Tal sistema puede representarse conve- 
nientemente por la ecuaci6n 

y2 = 4k(x+ L),  

en la que el parimetro 1: puede tomar todos 10s valores reales except0 
cero . Las parhbolas del sistema (9 )  tienen un foco com6n en el origen, 
y el eje X como eje comiin ; se abren hacia la derecha o hacia la 
izquierda segiin que k > 0 o L < 0. Las parhbolas que se abren en di- 
recciones opuestas se cortan ortogonalmente. (Ver 10s ejercicios 28-30 
del grupo 36 siguiente . ) 

Los ejercicios 1-6 deben resolverse usando el teorema 6 del Articulo 76. 
Dibujar una fiqura para cada ejercicio. 

1. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a 1.1 c 6 n i c ~  

en el punto  (1, 2 ) .  
2. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la c6nica 

x l  - x y  + y" 2 x  - 2 y  - 1 = 0, 
de pendiente 3.  

3. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la c6nica 

x l  - 2 x y  + y ' + 2 x  - 6  = 0, 

trazadas por el punto  (- 3 ,  - 7 ) .  
4. Para el punto  (1. 1) de la cdnica x" 2 x y  + y2 + 2 x  - 6 y  = 0. hallar 

las ecuaciones de la tangente y de la normal, y las longitudes de la tangente. 
normal, subtangente y subnormal. 

5 .  Hallar las ecuaciones de las tangentes a la cdnica 3 x y  - 2 x  + y  - 1 = 0 
que son perpendiculares a la recta 2 x  - 2 y  + 7 = 0. 

G .  Hallar el i ngu lo  agudo de interseccidn de la recta 2 x  - y  - 1 = 0 y la 
cdnica x 2  - 4 x y  + 4 y 2  + 2 y  - 2 x  - 1 = 0 en cada uno de sus puntos  de i n t ~ r -  
seccidn. 

7. Demostrar el teorema 6 del Articulo 76. 
8. Demostrar que 10s resultados del ejercicio 10 del grupo 18 ( A r t .  45). 

teorema 4. Articulo 57; teorema 4. Articulo 63. y teorema 5, Articulo 70, 
pueden obtenerse como corolarios del teorem36, Articulo 76. 
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9. Hallar la ecuaci6n de la tangente a la circunferencia 

en et pun to  de contact0 PI ( X I ,  y l ) .  
10. P o r  tres mi todos  diferentes, hallar la ecuaci6n de la tangente a la 

circunferencia x l  + y'J - 4x - by - 12 = 0 en el pun to  (5, 7 ) .  
11. Suponiendo que k es una constante diferente de cero. demostrar que el 

t r i ingulo  formado por 10s ejes coordenados y cualquier tangente a la hiperbola 
equilacera x y  = k tiene un irea constante. (Ver el ejercicio 20 del g rupo  33, 
Articulo 70.) 

12. Si o ea una constante diferente de cero, demostrar que la suma ,Igebrai- 
ca de 10s aegmentos quo una tangente cualquiera a la c6nica 

determina sobre 10s ejes coordenados es igual a a. 
13. La  ecuaci6n de una familia de c6nicas es 

Hallar la ecuaci6n del elemento de la familia que pasa por 10s dos puntos  (1. 2 )  
7 

y (- 5, - E). 5 

14. Hallar la ecuaci6n de la c6nica que pasa por  10s cinco puntos  ( -  1, 6 ) .  
(2. 51 ,  ( 3 .  4 ) .  (4. 1) y (- 5,  4 ) .  

15. Hallar laecuaci6n de la parabola que pasa por  10s cuatro puntos  (1. 0 ) .  

16. Hallar la ecuaci6n de la c6nica que pasa p o t  10s cinco puntos  (1, I ) ,  

f). (0. 0 )  y ( 2  - 1 ) .  

17. Sobre el mismo sistema de ejes coordenados. tricense cinco elementos de 
la familia de c6nicas representada p o t  la ecuaci6n (2) del Articulo 77, asignan- 
d o  al par imetro  k 10s valores - 1. 0. 1, 2 .  3. 

18. Hallar la ecuaci6n de la c6nica que pasa pot el p u n t o  (- 2, 3) y por  
las interaecciones de la3 c6nicas 

19. Hallar la ecuacidn de la c6nica que pasa por el pun to  (4, - 2)  y por  
Ias intersecciones de  las cbnicas 

$20. Escribir la ecuaci6n de  la familia de  curvas quo pasan por  las intersec- 
cioner de la circunftrencia 2x2 + 2 g a  = 5 7 la elipse x l  -+ 3y2  = 5. Domort ta t  
que ,  cuando el par imetro  es igual a - I ,  el elemento & esta familia consiste en 
d o s  rzctar que  ae ccrtaa.  

21. Hallar  lac ecuaciones de ias p a ~ i b o l a s  que pasan p a r  las intersecciones 
de lu & n i u s  4x3 -+ y2 - 4 = 0 'y x y  4- 3 x  + Ly + 3 = 0. SugestiBn. Cal-  
c&lese d valor d'l pa r ime t ro  nsando la relacidn By - 4AC = 0. 

29. HaIIar I t s  ecuacionrr de las par ibolas  quepa ran  por  Ias interseccionos & 
las c6nicas 2xy + 2 y l +  3 x  - g - 1 - 8 y xs -xy  + 2 g ' +  x -f y - 3 ==0. 
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23. Demostrar que las raices de la ecuacion ( 8 1 ,  Articulo 77, son reales y 
decriguales demostrando que su discriminante puede escribirse en la forma de la 
cantidad positiva 

( aZ  - b 2  - x13 + ~ 1 ~ ) ~  + 4 ~ 1 ~ y 1 ~ .  

24. Demostrar que una raiz de la ecuaci6n ( 8 ) .  Articulo 77, esti  compren- 
dida entre - aZ y - b' demostrando que el primer miembro de la ecuaci6n es 
igual a la cantidad positiva ( aZ  - b ? ) x l P ,  a  > b, XI  # 0, para k = - O z ,  
que es Igual a la cantidad negativa ( b Z  - a 2 )  y12, a  > b ,  yl # 0, para k igual  
3 - ba. 

26. Demostrar que si se toma suficientemente grande la cantidad positiva i.. 
entonces, para k = - ba + 1, el primer miembro de la ecuaci6n ( 8 )  , Articulo 77. 
tiene un valor positivo y ,  por  tanto,  que en vista del ejercicio 24, la ecuacion 
( 8 )  tiene una raiz comprendida entre - b v  - ba + 1,. 

26. Discutir el sistema de c6nicas representado por la ecuacion 

Util izando 10s misrnos ejes coordenados, dibujar 10s seis elementos de este sis- 
tema correspondientes a 10s valores de k = 0, 7, 16, - 8 ,  - 7. - 6. 

27. Hallar las ecuaciones de las dos conicas del sistema del ejercicio 26 que 
paaan por  el pun to  ( 2 ,  3 ) .  

28. Discutir el sistema representado por la ecuaci6n ( 9 )  del Articulo 77. 
Sobre unos mismos ejes coordenados, dibujar 10s seis elementos de este sistema 
correspondientes a 10s valores de k = 1, 2, 3, - 1. - 2.  - 3. 

29. Demostrar que por cualquier punto  n o  contenido en el eje X, pasan 
precisamente dos paribolaa del siatema (9) del Articulo 77, abriindose una de 
ellas hacia la derecha y la otra hacia la izquierda. 

30. Demostrar que la familia de paribolas homofocales y coaxiales del sis- 
tema ( 9 )  del Articulo 77 es auto-ortogonal.  Sugestion. Usese el teorema 7.  
Articulo 59. 

78. Secciones planas de un cono circular recto. El nombre de 
secciones c6nicas con que se designa a la par8bola , clipse e hiperbola 
tienen su origen en el hecho de que estas curvas se obtuvieron por pri- 
mera vez como ~cciones  planas de un cono circular recto. 

Consideremos un cono eircular recto de vdrtice V ,  cortado por nn 
plano n: que no pase por V ,  tal como se indica en la figura 107. 
Scan S y S' dos esferas inscritas en el cono y tangentes n, x en los 
pun- F y F ' ,  respectivamente. Sean xl y xt 10s planos respec%-- 
vos de 10s circulos de contacto de las e s b m  S y S' y el cono ; estos 
~ I B M ) S  sun perpendiculaws sl eje del cono. Scan I  y I ? ,  respectiva- 
nienh,  ias intersecdones dc x con xl y x t .  Vamos a demostrar 
que C, curva de  inkrsecci6n de x y el cono, es una secci6n c h i =  
que tiene a F g F' por focos y a Z y I f  , resppectwarnente, como 
directrim correspondientm . 
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Sea P u11 pullto cualqriiera de C Traczmos P A ,  perpendicular 
a I ,  y la generatriz VP del con0 quc toea a 10s circulos de contact0 
tle S y S f  en 10s puntos B  y B f  , 1.espectivamente. Como PF y 
PI3 son tangrntes a S ,  tenemos 

Sea a el &ngulo formado por x y x ~ .  Este es tambiQn el Bngulo 
que forma el plano xl y la recta PA y el mismo cingulo formado 
por nl y la recta trazadx desde cualq~t ier  punto de C perpendicular 

Fig. 107 

a I .  Por P tracemos una perpendicular PN a Z I .  Tracemos tam- 
bikn el segmento AN en x1. Esto nos da el trihngulo recthngulo P A N  
indicado en la secci6n vertical de la derecha en la figura 107. Por 
tanto,  

IPNI = I P A ~ s e n a .  ( 2 )  

Sea (3 el hngulo formado por xi y cualquier generatriz del cono. 
Este hngulo es constante para un con0 circular recto dado. Tracemos 
c.1 segmento B N  en nl Esto nos da el trihngulo recthngulo P X B  
indicado (In la secciGn vertical de la izquierda de la figura 107. Pol  
tanto , 

IPN/  = I P B I s e n f i .  ( 3 )  
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De ( 1 ) ,  ( 2 )  y ( 3 ) ,  tenemos 

( PF I sen a - -- - 
sen B '  

Para cada plano secante x , el Angulo a es constante ; tarnbi6n el 
Angulo B, como acabamos de ver, ee constante. Por tanto, el segundo 
rniembro de (4)  es una constantc positiva quc pucde tlesignarss por e ,  
dc rnnnern que 

lml -- - e .  
IrnI 

Pero esta relaci6n es ,  precisamente, la condici6n geom6trica (1)  del 
Articulo 75 de la definici6n general de c6nica. Por tanto, C es una 

(a)  Parabola ( b )  Elipse ( c )  HipCrbola 

Fig. 108 

c6nica que tiene el foco F  y la directriz corre~pondiente 1 .  Anhloga- 
rnente, podemos demostrar que F t  y l t  son, respectivamente, un 
foco y una directriz correspondientes de C .  

El Angulo 0 es una constante para un con0 dado, per0 el Angulo a 
varia a medida que el plano secante ;l toma difcrentes posiciones. 
Si a = , la ecuaci6n ( 4 )  muestra que e = 1 , y la secci6n es una 
parsbola ; en este caso, el plano x es paralelo a una generat,riz del 
con0 y , por tanto,  corta aolamente una hoja de la superficie c6nica , 
como se indica en la figura 108 ( a ) .  Si a < P , la ecuacibn (4 )  indica 
quc e < 1 , y 1:1 ~ecci6n es una elipse ; en este caso , el plano x corta 
to~!:is las gcncratrices de la snperficic del cono, como se ve en la figu- 
ra, 108 ( b )  . En particular, si a = 0, el plano x es perpendicular a1 
cje del cono, y la secci6n es una circunferencia . Finalmente, si a > P , 
la ccuacicjn ( 4 )  indica que e > 1 ,  y la secci6n es una hiperbola ; en 
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cste caso, el plano IT corta a las dos hojas o ramas de la superficie 
c6nica , como se ve en la figura 108 ( c )  . 

Podemos anotar aqui tambiCn algunos de 10s casos llmite de lap 
secciones c6nicas. Asi , considerernos el caso en que el plano secante n: 
pasa por el v6rtice V del cono. Si a < 0 , el plano n: no corta a nin- 
guns generatrix tlel cono, y tencrnos un solo punto, el v6rtice V .  
Si a = 13, t.1 plano x r s  tangente a la superficic a lo la]-go de una 
generatriz del cono, y tenemos una sola recta. Si a > P ,  cl plano 
pasa por dos generatrices distintns del cono , y lenemos como secci6n 
rln par dc rectsls que se cortan en cl vhrtice. 



CAPITULO X 

COORDENADAS POLARES 

79. Introducci6n. Hasta este punto , en nuestro estudio de pro- 
piedades geometricas por mhtodos analfticos , hemos utilizado un solo 
sistema de coordenadas. Ahora vamos a introducir y emplear otro sis- 
tema conocido como sislema dr! coordenadas polares. En vista de la 
utilidad demostrada del sistema de coordenadas cartesianas rectangu- 
lares , el lector puede pensar que no hay necesidad de considerar otro 
sistema . Pero veremos , sin embargo , que para ciertas curvas y tipos 
de lugares georn6tricos el uso de coordenadas polares presenta algunas 
ventajas sobre las coordenadas recta~lgulares . 

80. Sistema de coordenadas polares. Por medio dc un sistema de 
coordenadas en un plano, es posible 
localizar cualquier punto del plano. 
En  el sistema rectangular esto se efec- 

90" 

tda refiriendo el punto a dos rectas 
fijas perpendiculares llamadas ejes tie 
coordenadas (Art. 4 ) .  En el sistema 
polar, un punto se locaiiza especifi- -A 
cando su posici6n relativa con respecto 
a una recta fija y a un punto fijo de esa 
recta. La recta fija se llama eje polar; 
el punto fijo se llama polo. Sea (figu- ,j) 

ra 109) la recta horizontal OA el eje 
polar y el punto 0 el polo. Sea P un Fig .  109 
punto cualquiera en el plano coorde- 
nado. Tracemos el segment0 OP y designemos su longitud por r .  
Llamemos 8 a1 &ngulo AOP. Evidentemente, la posici6n del pun- 
to P con relaci6n a1 eje polar y a1 polo es determinada cuando se 
conocen r y 8 .  Estas dos cantidades se llaman las coordenadcrs polares 
del punto P ; en particular, r se llama radio vector y 8 dngulo polar, 
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angulo veclorial o argumenlo de P. Las coordenadas polares de un 
punto se indican dentro de un pnrdntesis, escribi6ndose primero el 
radio vector. Asf , las coordenadas de P se escriben (r , e ) . La lfnca 
recta que pasa por el polo y es perpendicular a1 eje polar se llama el 
eje a 90'. 

El  6ngulo polar 8 se mide como en Trigonometria considerando el 
eje polar como lado inicial y el radio vector como lado final del Bngulo 
(Apdndice IC , 1) , cs decir , partiendo del eje polar hacia el radio 
vector ; se considera positivo o negativo segiin que el sentido seguido 
sea opuesto a1 de las manecillas de un reloj o el mismo . Algunos auto- 
res , siguiendo 10s convenios hechos en Trigonometrfa, consideran que 
el radio vector nunca debe ser considerado como negativo ; otros auto- 
res, en cambio, admiten que el radio vector puede tomar todos 10s 
valores reales . Nosotros seguiremos este iiltimo convenio . Segdn esto, 
si un punto tiene un radio vector negativo , ae mide primero el hngulo 
polar de la manera ordinaria, y despues ae toma el radio vector en la 
prolongaci6n del lado final. Asf, un punto P f ,  de coordenadas 
(- r , 8 ) , se localiza como se indica en la figura 109. 

Es  evidente que un par de coordenadas polares (r , 8 ) determina 
uno y solamente un punto en el plano coordenado. El reciproco, en 
cambio, no es verdadero, porque un punto P determinado por las 
coordenadas ( r ,  e )  esth tambi6n determinada por cualquiera de 10s 
pares de coordenadas representadas por (r , 8 + 2nn) ,  en donde n 
cst6 dado en radianes y n es un entero cualquiera. El  pun$o P puede 
determinarse tambi6n por cualquiera de 10s pares de coordenadas 
representados por (- r ,  e + nn) , en donde n es un entero impar 
cualquiera . Mientras el sistema rectangular establece una correspon- 
dencia biunfvoca entre cada punto del plano y un par de ndmeros 
reales , esta correspondencia no es iinica en el sistema polar, porque 
un punto puede estar representado por uno cualquiqra de un niimero 
infinito de pares de coorderiadas polares. Es  esta carencia de recipro- 
cidad dnica en el sistema polar la que nos conduce, en algunos casos , 
a resultados que difieren de 10s obtenidos en el sistema rectangular. 

Para la mayor parte de nuestros propdsitos , un par de coordenadas 
polares es suficiente para cualquier punto en el plano. Como nuestra 
capacidad de seleccidn en este respecto es ilimitada , convendremos, a 
menos que se especifique lo contrario, en tomar el radio vector r de 
un punto particular como positivo y su Bngulo polar e comprendido 
entre cero y el jngulo positivo mis  pequefio menor que 360°, de 
manera que la variacidn de 10s valores de 0 est& dada por 
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A tal par lo llamaremos par principal de coordenadas polares del 
punto. 

El  6ngulo polar puede expresarse en grados o radianes, pero el 
lector debe observar que 10s 4ngulos expresados en radianes vienen 
dados por ndmeros abstractos (Ap6ndice IC ; 4 ) .  Asi, un Bngulo 

X X polar de - significa - radianes, o sea, 90" ; el 4ngulo polar 2 sig- 2 2 
nifica 2 radianes , que equivalen a 114" 35 ,5' (aproximadamente) . 

El trazo de puntos en el sistema polar se facilita considerablemente 
usando papel coordenado polar, que consiste en una serie de circunfe- 

Fig. 110 

rencias conc6ntricas y rectas conc~rrent~es . Las circunferencias tienen 
su centro comdn en el polo, y sus radios son mdltiplos enteros del 
radio mSs pequeiio tomado como unidad de medida. Todas las rectas 
pasan por el polo, y 10s lngulos formados por cada par de rectas 
consecutivas son iguales . Un ejemplo de este papel estb representado 
en la figura 110 en donde se hen trazado 10s puntos 

Las coordenadas del polo 0 pueden representame por (0, 8 )  , en 
donde 8 es un bngulo cualquiera . 

81. Pasuqe coordenadas polares a rectangulares y viceversa. Las 
coordenadas rectangulares (3, y)  de cualquier punto de un plano 
implican solamente dos variables, x y y .  Por tanto, la ecuaci6n de 
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cualquier lugar geom6trico en un sistema de coordenadas rectangulares 
en un plano , contiene una o ambas de estas variables, per0 no otras. 
Por esto es apropiado llamar a una ecuaci6n de esta clase la ecuaci6n 
rectungular del lugar geom6trico. 

Las coordenadas polares (r , 8 )  de cualquier punto de un plano 
implican solamente dos variables, r y 0 ,  de manera que la ecuacidn 
de cualquier lugar geombtrico en el plano coordenado polar contiene 
una o ambas variables, per0 no otras. Tal ecuaci6n se llama, de 
acuerdo con esto , la ecuaci6n polar del lugar geom6trico. Asi, la 

X ecuaci6n 6 = - y r = 4 cos 19 wn  las ecuaciones polares de dos luga-. 
4 

res geombtricos planos . 
Para un lugar geombtrico determinado , conviene , frecuentemente , 

saber transformar la ecuacidn polar en la ecuaci6n rectangular, y 
recfprocamente . Para efectuar tal 

Y transformaci6n debemos conocer las 
relaciones que existen entre las co- 
ordenadas rectangulares y las coor- 
denadas polares de cualquier punto 

,X,A del lugar geom6trico. Se obtienen 

Y relaciones particularmente simples 
cuando el polo y el eje polar del sis- 

P tema polar se hacen coincidir , res- 
pectivamente , con el origen y la 

Fig. 111 part4e positiva del eje X del sistema 
rectangular, tal como se indica en 

la figura 11 1 . Sea P un pun to cualquiera que tenga por coordenadas 
rectangulares ( x ,  y)  y por coordenadas polares ( r ,  19)) Entonces, 
de la figura 111 , se deducen inmediatamente Ias relaciones 

y = r sen  1 9 ,  ( 2 )  

Y 8 = arc tg - , x ( 4 )  

sen I9 = * 9 
dmJ ( 6 )  
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Consideremos primero el paso de una ecuaci6n rectangular a su 
forma polar. Ls  ecuaci6n dada contiene como mSximo las dos varia- 
bles z y y .  Por tanto, si sustitulmos la z y la y por sus valores 
dados por las ecuaciones (1)  y ( 2 ) )  respectivamente, obtenemov la 
ecuaci6n polar directamente, aurique no siempre en su forma a& 
simple. La ecuaci6n ( 3 )  puede ussrse algunas veces ventajosamente 
en esta transformaci6n. 

Veamos ahora la transformaci6n de una ecuaci6n polar a su forma 
rectangular. La ecuaci6n dada contiene como m6ximo las dos varia- 
bles r y 6 .  Podernoa usar , ademds de las f6rmulas ( I ) ,  (2)  y ( 3 ) )  
las relaciones ( 4 )  y ( 5 )  que expresan a 6 y a r ,  respectivamente, 
en f unci6n de z y y . Tam bien , si la ecuaci6n polar con tiene algunas 
funciones trigonom6tricas de 6 , podemos expresar primem tales fun- 
ciones en funci6n de sen 6 y cos 6 , y entonces usar la f6rmulas 
(6 )  Y ( 7 ) .  

Un resumen de 10s resultados anteriores viene 'dado en el teorema 
siguiente : 

TEOREMA 1 .  Si  el polo y el eje polar del sistema de coordenarlas 
polares coinciden, respectivamente, con el origen y 2cr parle posiliva del 
eje X de u n  sistema de coordenadas reclangulares, el paso de uno a otro 
de estos dos sistemas puede ejectuarse por medio de las siguientes jdrmu- 
las de transjormaci&n: 

Y X 
r =  + d  x 2 f  y', sen6  = + 4-3, cos 6 = =t ~ X A + .  

Ejemplo 1. Hallar las coordenadas rectangulares del punto P cuyas coor- 
denadas polares son (4, 120'). 

Solucibn.  En  este caso, r = 4 y 0 = 120'. Por tanto, por el teorema I .  

Y y = r sen 0 = 4 sen 120° = 4 .  - 
2 

de manera que las coordenadas rectangulares de P son (- 2. 2 4-j) . 
Ejemplo 2. Hallar un par de coordenadas polares del punto P cuyas coot- 

denadas rectangulares son (3. - 5) . 
Solucibn.  En  este caso, x = 3 y y = - 5. Por tanto, pot  21 teorcma 1 ,  

0 = arc tg 2 = arc tg 
X 
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Ahora tenemos un nurnero ilimitado de valores para 8 de donde tenernos que 
escoger uno. De acuerdo con lo  dicho en el Articulo 80 para el par principal 
de coordenadas polares. tomaremos r como positivo y para 0 el i ngu lo  positi- 
vo mis  pequeiio, menor que 360°. Evidenternente, como se ve en la figura 112, 

Fig .  112 

8 es t i  en el cuarto cuadrante; su valor es 300° 58'. Po r  tanto,  el par principal 
de coordenadas polares de P es 

(dx, 300" 58' ) . 
Ejemplo 3. Hallar la ecuaci6n polal del lugar geomitrico cuya ecuacion 

rectangular es 
x2  + y 2  - 4x - 2y + 1 = 0. 

Solucibn. Por  el teorema 1 podemos reernplazar x 2  + y 2  por  r 2 ,  x por 
r cos 8, y y  por  r sen 8. Por  tanto,  la ecuaci6n polar buscada es 

r2 - 4r  cos 8 - 2r  sen 0 + 1 = 0. 

Ejemplo 4.  Hallar la ecuacion rectangular del lugar geomhtrico cuya ecua- 
ci6n polar es 

2 r = -. 
1 - COS 8 

Solucibn. Antes de susti tuir  en la ecuacion dada, sera conveniente quitar 
denorninadores. Entonces tenernos 

r  - r  COS 8 = 2. 

Sustituyendo r  y r  cos 0 por  sus valores en funcion de x  y y dados por el 
teorerna 1, obtenemos 

f d m - x  = 2 .  

Si trasponemos - x, elevamos a1 caadrado y simplificamos. obtenernos la ecua- 
ci6n rectangular de la parabola 

y l =  4x + 4 .  
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EJEBCICIOS. Urnpo 37 

Dibujar  una figora para cada ejercicio. 

1. E n  un sistema polar trazar 10s siguientes puntos:  

2. Trazar  10s siguientes puntos  en coordenadas polares: 

P ( 5  ) Pa(-2.210°). P3 (- 3.2). P4 (3 4 7 , 1 3 5 ~ ) .  

3. Construir  el t r i ingulo  cuyos virtices son 

4. Para cada hno de 10s puntos  P I  y Pz del ejercicio 1, hallar tres pares 
de coordenadas polares. 

5. U n  cuadrado de lsdo 2a tiene su centro en el polo y dos de sus lados son 
paralelos al eje polar. H a l l ~ r  el par principal de coordenadas polares de cada u n o  
de nos cuatro virtices. 

6 .  Dos de 10s virtices de un t r i ingulo  equili tero son (0,7J0) y (1, n). 
Hallar el par principal de coordenadas polarrs del tercer virtice. (Dos casos.) 

7. U n  hexigono regular tiene su centro en el polo y dos lados paralelos al 
eje polar. Si la longitud de un lado es igual a dos unidades, hallar el par pr in-  
cipal de coordenadas polares de cada uno de sus seis virtices. 

8. U n  pun to  P se mueve de tal manera que para todos 10s valores de su 
i n g u l o  polar, su radio vector permanece constante e igual a 2. Identificar y 
trazar el lugar geomitrico de P .  

9. U n  pun to  P se mueve de tal manera que para todos 10s valores de sus 

radios vectores, su ingu lo  polar permanece constante e igual a 2. Icentificar 
4 

y trazar el lugar geomitrico de P.  
10. Hallar las coordenadas reitangulares de 10s cuatro puntos del ejercicio 2. 
11. Hallar el par principal de coordenadas polares de cada uno de 10s pun-  

tos cuyas coordenadas rectangulares son (- 2, 3) y (3, - 2 ) .  

E n  cada uno  de 10s ejercicios 12-20, pasar la ecuacidn rectangular dada a su 
forma polar. 

12. x 2  + y' = 4. 16. x Z -  yz = 4. 

13. 5x - 4y + 3 = 0. , 17. x +  y2 - 2y - 0. 

14. 2x5 + 2y2 + 2x - 6y + 3 = 0. 18. x y  = 2. 

15. 2x - y = 0. 19. xa - 4y - 4 = 0. 

20. x cos w + y sen to - p = 0. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 21-30, p;r:ar la ecuaci6n polar dada a su for~r:a 
rectangular. 
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2 26. r = ------ 27. senL 3 - 4r cos8 8 = 0. 23. r = 2 ( 1  -cos 8 ) .  
2 - cos 8' 

26. r = 4 8 28 .  r = 2 seca- . 30 .  r 2  = 4 cos 28. 
1 + 2 cos 8' 2 

82. Trazado de curvas en coordenadas polares. Consideremos 
ahora el trazado de curvas dadas en ecuaciones polares , de la misma 
manera que !d hicimos para la construcci6n de gr4ficas de ecuaciones 
rectanguiares (Art. 19). Para nuestros fines, la construcci6n de cur- 
vas en coordenadas polares constad de 10s seis pnsos siguientes : 

1. Determinaci6n de las intersecciones con el eje poBr y con el 
eje a 90'. 

2.  Determinaci6n de la simetrla de la curva con respecto a1 eje 
polar, a1 eje a 90' y a1 polo. 

3 .  Determinaci6n de la extensi6n del lugar geomktrico . 
4 .  Chlculo de las coordenadas de un nClmero suficiente de puntos 

para obtener una grhfica adecuada . 
5 .  Trazado de la gdfica . 
6 .  Transformaci6n de la ecuacidn polar a rectangular. 
El lector debe observar , en particular, que la construcci6n de 

curvas en coordenadas polares requiere ciertas precauciones que no se 
necesitan para Ins coordenadas rectangulares. Por ejemplo, un punto, 
en un sistema de coordenadas rectangulares, tiene un 6nico par de 
coordenadas , pero un punto, en coordenadas polares , tiene , como 
vimos (Art. 80) , un nltmero infinito de pares de coordenadas. Puede 
ocurrir , entonces , que mientras un par de coordenadas polares de un 
punto P de un lugar geom6trico puede satisfacer su ecuacibn , otro par 
de coordenadas no la veri6ca. Esto tiene lugar, por ejemplo, en la 
ecuaci6n T = a9 , a f 0 ,  que represents una curva llamada espiral de 
Arqufmedes . Ademhs , un lugar geom6trico puede estar representado , 
algunas veces , por m4s de una ecuacidn polar. Asl , la circunferencia 
cuyo centro eat6 en el polo y cuyo radio es igual a a ,  puede represen- 
tame por una de las dos ecuaciones r = a o r = -a. Las ecuaciones que 
representan el mismo lugar geam6trico se llaman ecuaciones equiualentes . 

1 .  Intersecciones. Las intersecciones con el eje polar, cuando 
existen, pueden obtenerse resolviendo la ecuaci6n polar dad& para r , 
cuando a 9 se le asignan sucesivamente 10s valores 0 ,  * n , * 2x, 
y , en general, el valor nn , en donde n es un entero cualquiera. 
Anhlogamente , si existen algunas intersecciones con el eje a 90' , pue- 

n 
den obtenerse asignando a 9 ios valores - n , en donde n es un nii- 2 
mero impar cualquiera. Si existe un valor de 9 para el cual sea r = 0 ,  
la grhfica pasa por el polo. 
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2.  Simetria. Si la curva es simetrica con respecto a1 eje polar, 
entonces (Art. 16) para cada punto P existe un punto PI,  tambien 
de la curva , tal que el segmento PPr es bisecado perpendicularmente 
por el eje pol/tr, como se ve en 
la figura 113. Si M es el punto 
medio del segmento PPr , de 10s 
triAngulos rectbngulos OPM y 
OPr M se deduce que las coor- 
denadas de P' son (r , - 6) y D A 
(- r ,  51: - 9 ) .  Tenemos, pues, 
dos pruebas para simetria con 
respecto a1 eje polar, a saber, 
que la ecuaci6n polar dada no 
varie al reemplazar 13 por - 8 , 
o a1 reemplazar 8 por x - 8 y Fig.  113 
r por - r .  Debemos , sin em- 
bargo, hacer una importante adici6n a este enunciado . Asi , una cir- 
cunferencia con centm en el polo y radio igual a a tiene por ecuaci6n 
polar r = a .  Esta ecuaci6n no satisface la segunda prueba aunque su 
lugar geombtrico es , evidentemente , simetrico con respecto a1 eje 
polar. Pen, la segunda prueba cambia a la ecuaci6n dada en r = -a,  
que , como hemos ~notado antee, es una ecuaci6n equivalente. Por 
tanto, diremos que la simetrla con respecto a1 eje polar existe tambih 
si las sustituciones indicadas cambian a la ecuaci6n dada en una ecua - 
ci6n equivalente . 

Se deja a1 estudiante , como ejercicio , el obtener las pruebas para 
simetrfa con respecto a1 eje a 90' y respecto el polo, que establece el 
siguien te 

TEOREMA 2.  Las pruebas para averiguar la simetrto del lugar geo- 
mdtrico de una ecuacibn polar estdn dadas en la siguiente tabla. 
- -- - - 

Simetria con respecto a1 

Eje polar 

Eje a 90" 

La ecuaci6n polar no se altera. o se transforma en 
una ecuaci6n equivalente cuando 

a )  se sustituye 8 por - 0 ,  o 
b )  se sustituye B por x - B y r por - r .  

a )  se sustituye B por x - 0 ,  o 
b )  se sustituye B por - B y r por - r .  

Polo a )  se sustituye B por n + 0 ,  o 
b )  se sustituye r por - r .  
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3 . Eztensidn del lugar geomdtrico . Para determinar la extensi6n 
de la gdfica de un lugar geometrico dado en coordenadas polares, 
primem se despeja r en funci6n de 8 , de mod0 que tenemos 

r = f ( 9 ) .  ( 1  
Si r es finito para todos 10s valores de 8 , se trata de una curva cerra- 
da .  Si , en cambia , r se vuelve infinita para ciertos valores de 8 la 
gr4fica no puede ser una curva cerrada. Para valores de 0 que 
hacen a r compleja no hay curva; tales valores de 8 constituyen 
intervalos excluidoi! del lugar geom6trico. Si la gr4fica es una curva 
cerrada , es 6til ,  frecuentemente , determinar 10s valores mbximo y 
minimo de r . 

4 .  Cdlculo de las coordenadas de algunos puntos. Asignando un 
valor particular a 8 , podemos obtener el valor o valores reales corres- 
pondienks de T , cuando existen, de la ecuaci6n (1) anterior. Para la 
mayoria de nuestros fines , serti suficiente tomar valores de 8 a inter- 
valos de 30'. 

5 .  Construccio'n de la grdfia. Los puntos del lugar geom6trico 
pueden trazarse directamente a partir de 10s valores de las coordenadas 
obtenidas en el paso 4 .  Una curva continua que pase por 10s puntos 
localizados ser4, por lo general, la grfifica buscada. E s  importante 
ver si la grhfica concuerda con 10s resultados obtenidos en 10s pa- 
w s  l ,  2 y 3 .  

6 .  Transjormacidn de la ecuacidn polar a su jmma rectangular. 
Esta transformsci6n puede efectuarse como se discuti6 en el Articu- 
lo 81. La forma rectangular se puede usar para comprobar la gdfica. 

Ejemplo 1. Trazar la curva cuya ecuaci6n cs 

r = 2 (1 - coa 8 ) .  (2)  

Solucibn. I .  Intersecciones. De la ecuaci6n (2) ae d e d u c e  que para 
8 = 0'. ea r = 0, y para 8 = n es r = 4. Ningunos valores nuevor de r se 
obtienen para 8 = - n, * 2 n, etc. Por tanto, ei polo esti sobre la curva, y 
la otra intersecci6n con el eje polar estl dada por el punto (4, n) . 

Para 8 = 5 es r = 2 ;  para 8 = - !! es r = 2. Ningunos valores nuevos 
2 2 

3 5 de r se obtienen para 8 = * - n, * - n, etc. Por tanto, las intersecciones 
2 2 

con el eje a 90' son 10s puntos (2 ,  $1 y (2.  - $). 
2. Sirnetria. Si se sustituye 8 por - 8,  la ecuacion (2) no se altera. y; 

que cos (- 8) = cos 8. Por tanto, la curva dada por la ecuaci6n (2)  es sirni- 
trica con reapecto a1 eje polar. 

Aplicando la3 otras pruebas del teorema 2,  el eatudiante debe demoatrar que 
el lugar geomhtrico no es aimhtrico ni con reapccto a1 eje a 90' ni con respecto 
a1 polo. 
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3. Extensidn. Como el valor absoluto de cos 28 no es nunca mayor que 1 
para cualquier valor de 28, la ecuacidn (2)  muestra que r es finito para todos 10s 
valores de 28 y ,  por  tanto,  se trata de una cuva cerrada. E l  valor miximo de r 
se obtiene cuando 1 - cos 28 es un mlximo,  y esto ocurre cuando 28 = n. P o r  
tanto,  el valor miximo de r es 4. AnSlogamente, se halla el valor minimo de r ,  
que resulta ser 0 para 28 n: 0'. 

4. Cdlculo de Ias coordenadas de algunos puntos.  Las coordenadas polares 
de algunos puntos  de la curva puedkn obtenerse. a partir  de la ecuacidn (2 ) .  
asignando valores a 6. Como la curva es simitrica con respecto a1 eje polar. n o  
es necesario tomar valores de 28 mayores de 180'. E n  la tabla que damos a con- 
tinuaci6n figuran algunos valores correspoudientes de r y e. La tabla del 
Apindice IC,  5, es muy ~ t i l  para estos cilculos. 

Fig.  114 

6 

0" 
30" 
60" 
90° 

120' 
150' 
180" 

5. Trazado de la curva. La curva que se busca es la representada en la 
figura 114, y se la conoce con el nombre de cardioide. 

6. Ecuaci6n rectangular. Si multiplicamos la ecuaci6n (2) por r ,  obte- 
nemos 

r 2  = 2r - 2r cos 28, 

la cual, por  el teorema 1, Articulo 81, se convierte en 

cos 28 

1 
0,866 
0.5 
0 

-'0,5 
- 0.866 
- 1  

Trasponiendo - 2% a1 primer miembro, y elevando a1 cuadrado, tenemos 

(x2 + y2  + 2%) = 4ra, 
de donde 

( x 2 +  y z 4 - 2 ~ ) ~  = 4 ( x Z + y 2 ) .  

I -cos 28 

0 
0,134 
0.5 
1 
1 , s  
1,866 
2 

que es la ecuacidn rectangular buscada. 
E l  lector puede observar las ventajas que a veces tienen las coordenadas pola- 

res, comparando el trabajo que requiere el trazado de la cardioide a partir  de su 
ecuaci6n polar y de su ecuacidn rectangular. 

r 

0 
0,268 
I 
2 
3 
3.732 
4 

Ejemplo 2. Traza r  la curva cuya ecuacidn es 

r" 4 cos 228. 
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Solucibn. 1. Intersecciones. Las intersecciones con el eje polar son 10s 

dos  puntos  (.t 2, 0) y (* 2, n ) .  Para 8 = I n ,  
2 

en donde n es un nhmero 

impar cualquiera, r es complejo, y,  aparentemente, n o  hay intersecciones con 

el eje a 90". Pero,  para 8 = 5 ,  r = 0,  de manera que el polo e s t i  sobre la 
4 

curva. 
2. Simetria. La ecuaci6n (3) satisface todas las pruebas de simetria del 

reorema 2. P o r  tanto ,  la crlrva es simitrica con respecto a1 eje polar,  a1 eje a 90" 
y el polo. 

3. Extension. E l  valor mlx imo  de cos28 es 1. P o r  tanto,  de la ecua- 
ci6n ( 3 ) ,  el valor mix imo  de r es 2, l o  que nos  dice que se trata de una curva 

3 n cerrada. Cuando  el i ngu lo  28 es t l  comprendido entre 5 y -, cos 28 es ne- 
2 2 

gativo y 10s valores de r son complejos. Luego, n o  hay curva entre las rectas 

4. Cdlculo de coordenadas. Las coordenadas de varios puntos  pueden ob -  
tenerse, directamente, de la ecuaci6n ( 3 ) .  Teniendo en cuenta la simetria del 
lugar geomitrico y el interval0 de variaci6n de 10s valores excluidos de 8,  
basta asignar a 8 solamente valores de 0" a 45". Las coordenadas de algunos 
puntos  figuran en la tabla siguiente. 

F ig .  115 

5. Construccidn de la curua. L a  curva buscada, trazada en la f igura 115, 
es conocida con el nombre de lemniscata de Bernoulli. E l  lector debe notar  que. 
aunque en la ecuaci6n (3) .  aparece el i ngu lo  28, se trazan siempre 10s valores 
del dngulo  sencillo 8 y 10s valores correspondientes de r .  

6. Ecuacidn rectangular. C o m o  las ecuaciones de transformaci6n del teo- 
rema 1. Ar t iculo  81, contienen funciones de u n  ingu lo  sencillo, escribimos la 
ecuacion (3) en la forma (Apindice  IC ,  7) 

Multiplicando amboe miembroa po r  r 2 ,  obtenemos 
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de donde, por medio de las ecuaciones de transformacion. obtenemos la ecuaci6n 
rectangular buscada 

(xZ  + y Z ) 2  = 4 ( x 2  - y 2 j .  

EJEBCICIOS. Grilpo 38 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar las pruebas (a)  y ( 6 )  del teorema 2,  Art .  82, para la simetria 
con respecto al eje a 90'. 

2. Demostrar las pruebas (a) y ( 6 )  del teorema 2,  Ar t .  82. para establecer 
la simetria de la curva con respecto al polo.  

E n  cada uno de 10s ejercicios 3-30, trazar la curva cuya ecuaci6n se da. Las 
cantidades a y b son constantes diferentes de cero a las que pueden asignirseles 
valores numiricos para la operaci6n del trazado de la grifica.  Usese papel coor- 
denado poiar.  

r = 2 sec 8. 12. r sen 8 tg IY = 4a. 

r = a cos 8. 13. r2  sen 28 = 4. 

4r cos 8 - 3r sen 8 = 12. 14. rZ(4 + 5 sen2 8) = 36. 

r = a sen 8 + b cos 8. 15. r = a (1 + sen 8) (cardioide) . 
r cos (8  - 5) = 2,  16. r a  = a2 sen 28 (lemniscata) . 

8 17. r = acos2- .  
2 

18. r2  cosS 8 = aa sen 8. 

19. s e n a 8  - 4 r c o s 3 8  = 0 .  

20. r = a sen 28 (rosa de 4 hojas) . 
21. r = a cos 5 8. 

22. r = a sen48.  

r = 2a tg 8 sen 8 (cisoide) . 
r8 = a (espiral hiperbklica o reciproca) . 
r 2  = as 8 (espiral parab6lica) . 
log r = a8 (espiral logaritmica o equiangular ) .  

ra8 = aa ( l i t uus ) .  
r = a csc 0 + b (concoide) . 
r 3 a - b cos 8 (caracol) . 

8 SO. r = a s e n s - .  
3 

83. Intersecciones de curvas dadas en coordenadas polares. El 
metodo para obtener 10s puntos de intersecci6n de dos curvas en coor- 
denadas polares es semejante a1 empleado en coordenadas rectangula- 
rcs (Ar t .  21 ) . Las soluciones del sistema formado por las ecuaciones 
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de 10s lugares geom8tricos , representan las coordenadas T y 6 de 10s 
puntos de intersecci6n . Debemos hacer notar, sin embargo, que en 
coordenadas polares este problema puede presentar dificult.ades que no 
se presentan en coordenadas rectangulares, debido a que las coorde- 
nadas polares de un punto no son dnicas. Por esta raz6n puede ocu- 
rrir que,  para un punto particular P de intersecci6n de dos curvas, 
las coordenadas polares de P que satisfacen la ecvaci6n de una de las 
curvas no satisfagan la ecuaci6n de la otra , pcro satisfagan a una de 
sus ecuaciones equivalentes . Por esto , con el fin de evitar tales dificul- 
tades , es mejor , genernlmcnte , dibujar ambos lugares geombtricos con 
referencia a1 mismo polo y eje polar y considerar entonces cada punto 
de intersecci6n individualmente, tal como indique la figura. 

E jemplo .  Hallar,  analitica y grificamente, 10s puntos  de interseccibn de 
las curvas cuyas ecuaciones son 

r = 00, a # 0, 

Solucibn.  La ecuacion (1) represents la espirol de Arquirnedes, y la ecua- 
cibn (2) una recta que pasa po t  el polo,  como se ha representado en la f igu- 

ra 116. La porcibn punteada de la 
90" espiral corresponde a 10s valores ne-  

gativos de 0 en la ecuacibn ( 1 ) .  

e,? Ambas lineas son ilimitadas y,  evi- 
dentemente, tienen un n imero  inf i -  
n i to  de pun tos  de in ters~ccibn.  Aho-  
ra, si susti tuimos el valor de 0 dado 
por la ecuacibn ( 2 ) ,  en la ecuacibn 

( I )  hallamos r = 3, es decir, ob -  
* A  4 

tenemos las coordenadas (r. $) 
de solameate un pun to  de intersec- 
cibn, el pun to  PI.  Pero la recta (2) 
puede estar representada tambiin po t  

I 
Fig.  116 

93% 
SU ecuacibn equivalente. 0 = --, de 

4 
la cual, junta con la ecuacibn ( I ) ,  

obtenemos las coordenadas del punto  de interseccibn Pa.  De ma- 

e r a  e m e a t e  otra e c u a c b  e q v a e n t e  de la recta 2 e 0 = - , que da 

p 3  ( -  - 2). Evidentemente, hay u n  n tmero  infinitamente grande de 

ecuaciones equivalentes de la recta (2) po t  medio de las cuales podemos obtener 
las coordenadas de cualquier ndrnero de puntos  de interseccibn. E l  lector debe 
hallar las coordenadae del polo y de 10s pantoe  Pc y Ps de la f igara  116, todos 
10s cuales aon puntos  de intersecci6n. 
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84. Fbrmula de la histancia entre dos puntos en coordenadas po- 
lares. Sean PI (TI,  81) y P2 (r2, 82) (fig. 117) dos puntos dados 
cualesquiera. Se trata de hallar la distancia d entre PI y P2, en - 
donde d = ( PI Pz ( . Para ello ernplearemos el par principal de coorde -- 
nadas de PI y de Pz. 

Fig. 117 Fig.  118 

Tracernos 10s radios vectores de PI y P2, forrnando asi el tri&n-- 
gulo OP1 Pz en donde I I = TI , I a ( = m , y el Angulo PI OP? 
es igual a 81-82. Entonces, por la ley de 10s cosenos (Ap6ndice IC, 11). 
tenemos 

d 2  = r12 + rz2 - 2r1 T2 cos (el - e 2 ) ,  
de donde 

d = d r12 + r2? - 2r1 T2 cos (el - e 2 )  . 

Este resultado nos dice : 

TEOREMA 3 .  La d i s t a n  c i a d entre dos puntos cualesquiern 
Pl (rl , 81) y P2 (rz , 82) en coordenadas polares estd dada por la jdr- 
mu la 

d = d rlz + r 2  - 2r1 rz cos (81 - 82). 

NOTA;" Esta fbrmula para d puede obtenerse tambiin por  transformacidn 
en coordenadas polares de la fdrmula de la distancia entre dos puntos  dada en 
el teorema 2, Articulo 6, para coordenadas rectangulares. 

Ejemplo. Demostrar que 10s puntos  P I  (3, z), pa  (7, :) Y ~3 (3, $) 
son 10s virtices de un t r i ingulo  isbsceles. 

Solucibn. E l  t r i ingulo  es el representado en la figura 118. P o r  el teorema 3. 
tenemos 

1 ~ a / = J 3 ' + 7 ' - 2 . 3 . 7 ~ 0 ~  = d 5 8 - 2 1 + 3  

P o r  tanto,  como ( PZ 1 = I P- 1, el t r i ingulo  es isdsceles. 
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EJEBCICIOS. Grupo 39 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 1-12, calcular, analitica y graficamente, 10s 
puntos de interseccibn de las curvas dadas. 

1. r  = 2  s e n e ,  . 5 7. r Z  = 9 cos29. 
r = I .  L " '  

r  = 3 4 3  sen 8. 

2. r - 4 c o s 8 ,  , , r\ 8 .  r a  = 4 sen 20, 
? . T  

r  = 2 .  r  = 2 4 7  cos 8. 

4. r cos 8 = 4, 
r sen 8 = 4. 

t n 
5. r c o s 9  = 2, 

/ v s  r  - 3 cos 8. 

. .G 9. r = 1 + c o s B ,  < i . i '  
r - 4 7  sen e. 

3 '-10. r = -. . id' 

. \  0'' 
2 - cos e 

'. r cos 9 = 1. 

6. r = sen 8, 12. r - 2 r c o s B  = 1. 
\ \ \ $  ~;'" r = cos 6'. ?\ .@J - r = sen 0. 

13. Hallar la distancia entre 10s pun tos  P I  3 - y P  5 ,  - . ( .( T) 
14. Hallar la distancia entre 10s puntos  P 1  2,  - y p  4. - . ( ) a (  7) 
15. Hallar el perimetro del cuadril i tero c u y o s virtices son (0, 19"). 

(1. 3). (2. f) y (3. O O ) .  

16. Demostrar que lor puntos  P I  (1. ;), P Z  ( 4 7 ,  z) Y P a ( ] .  0') Son 

10s virtices de un tr iangulo equil i tero.  

17. Demostrar que P  (i 45 .  $) es el pun to  medio del segment0 cuyos 

18. Empleando las fbrmulas de transformacibn de coordenadas rectangula- 
res a polares (teorema 1. Ar t .  81) , demuistrese que la formula de la distancia 
polar del teorema 3 (Art .  84) puede obtenerse directamente a par t i r  de la f6 r -  
mula de la distancia en coordenadas rectangalares dadas en el teorema 2,  Ar -  
t iculo 6. 

19, Discutir la fbrmula de la distancia dada en el teorema 3 (Art .  84) 
cuando 10s puntos  PI y P z  son colineales con el polo.  Considerar 10s casos en 
que 10s puntos  es t in  del miamo lado y de lados opuestos del eje polar.  

20. Discutir la f6rmala  de la distancia dada en el teorema 3 (Ar t .  84) cuan- 
d o  10s puntos  P I  y Pa es t in  ambos sobre el eje polar.  Considerar 10s casos en 
que 10s puntos estan del mismo lado y de lados opuestos al  polo. 

21. Demostrar que la f6rmula de la Cistancia dada en el teorema 3 (Ar t .  84) 
es verdadera cualesquiera que Sean las posiciones de 10s puntos  P I  y P s  en el 
plano coordenado polar. 
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Demostrar que el irea K de u n  tr i ingulo  cuyos vlrtices son el p o l o  y 
10s puntos P I  (r l ,  81)  y Pa (rz, Ba) es t i  dada por la f6rmula 

= % I r lrz  sen (81 -- 82) 1. 

23. Hallar el irea del tr i ingulo  cuyos virtices son el p o l o  y 10s puntos 

24. Hallar el irea del tri ingulo cuyos vertices son 10s puntos 

25. Hallar el irea de un tr i ingulo  de vlrtices dados, cuando el p o l o  es t i  
dentro del tri ingulo.  

85. Ecuaci6n de la  recta en coordenadas polares. Si h a  recta 
pasa por el polo , su ecuaci6n polar es , evidentemente , de la forma 

en donde k es una constante que representa el hngulo polar de cual- 
quier punto de la recta. Para una recta particular, k puede tener un 
ndmero infinilo de valores. Por esto, convenimos en restringir k a 
valores no negativos menores de 180". 

Consideremos ahora el caso en que la recta no pasa por el polo. 
Sea I (fig. 119) la recta. Desde el polo tracemos la normal ON a I ,  
y sea, ( p ,  o) el par principal de 
coordenadas polares de N , de ma- 2 
nera que p sea positivo y que 10s 
valores de o est6n dados por 

0° 5 o < 360' ( 2 )  

Siguiendo el procedimiento usual 
de los problemas de lugares geom6- 
tricos , sea P (r , 0) un punto cual- 
quiera de la recta I. Entonces, del 
trihngulo recthngulo OPN, tenemos 0 

+A 

T C O S ( @ - W ) = ~ ,  ( 3 )  Fig .  119 

que es la ecuaci6n polar de la recta I .  Evidentemente , por el signifi- 
cado de las cantidades p y o y el interval0 de variaci6n (2) para o , 
la ecuaci6n ( 3 )  es la ecuaci6n polar equivalente a la ecuaci6n norma.1 
de la recta en coordenadas rectangulares, 
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dada en el teorema 7 del Articulo 31. El lector debe verificar esto 
transformando la ecuaci6n ( 4 )  en la ecuaci6n (3 ) .  (V6ase el ejerci- 
cio 20 del grupo 37,  Art.  131. ) 

La consideraci6n de 10s casos en que la rect,a 2 pasa por el polo, es 
perpendicular a1 eje polar, o es paralela a dicho eje , conduce a formas 
especiales de la ecuaci6n (3)  que son frecuentemente  tiles . Estos 
resultados , combinados con 10s anteriores , estbn expresados en el si- 
guiente 

TEOREMA 4 . .  S i  (p , 0 )  es el par principal de coordenadas polares 
del pie de la perpendicular trazada desde el polo a cualquier recta en  el 
plano coordenado polar, la ecuacidn polar de la recta es 

r cos  (0  - o )  = p .  

S i  la recta pasa por el polo, su  ec-uacidn es de la jorma 

siendo 1; una  constante que puede restringirse a valores no negatisos me- 
nores de 180' 

Si la recta cs perpendicular ai eje polar y estd a p unidades del polo, 
su ecuacio'n es de la jorma 

debiendo tomar el signo positivo o negativo segliib que la recta estd a la 
derecha o a la izquiarda del polo. 

Si la recta es parolela a1 eje polar y estd a p unidades de dl, su ecua-- 
cidn es de la jormn 

r s e n 0  = . t p ,  p > 0 ,  

debidndose tomnr el signo positivo o el negatiro segtin que la recta estd 
arriba o abajo del eje polar. 

86. Ecuacidn de una circunferencia en coordenadas polares. Sea 
C ( c ,  a,! el centro de una circunferencia cualquiera de radio a (figu- 
ra 1 2 0 ) .  Sea P ! r ,  0 )  un punto cualquiera de la circunferencia. 
Tracemos el radio PC y 10s radios vectores de P y C ,  formando asf 
el tribngulo OPC.  De este tribngulo , por la ley de 10s cosenos (ApBn- 
dice IC , 11 ) , resulta : 

a2 = r2 + c2 - 2cr cos (0  - a )  
o sea, 

r2 - 2cr cos (0 - a )  + cZ = a2 ( 1) 

que es la ecuaci6n polar de la circunferencia. 
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Los casos especiales de la ecuaci6n ( 1 ) son a veces litiles y est6n 
comprendidos en el teorema siguiente : 

TEOREMA 5 .  L a  ecuacidn polar de u n a  circunferencia de centro el 
punto (c ,  a ) ,  y radio igual a a es 

r2 - 2cr cos (8 - a )  + c2 = a 2 .  

S i  s u  centro esld en el polo, la ecuacidn polar es 

S i  la  circunjerencia pasa por el polo y su cenlrci estd sobre el eje polar, 
su ecuacicin es de la forma 

r = f 2a cos 8 , 
debidndose lomar el signo posilivo o el negativo--segzin que el centro esl6 a 
la  derecha o la izquierda del polo. 

Fig.  I20 

S i  la circunferencia pasa por el polo y su centro estd sobre el eje 
a 90°, su  ecuacidn es de la forma 

r = f 2a sen 8 ,  

debidndose lomar el signo posilivo o negativo seghn que el cenlro est4 
urriba o abajo del polo. 

E j e m p l o .  Empleando solamente coordenadas polares, hallar el centro y el 
radio de la circunferencia 

r = 3 sen 0 - 3 47 coa 0 .  (2)  

Soluc ibn.  Pongamos la ecuacidn (2) en la forrna genefa1 de la ecuaci6n de 
una circunferencia de centro (c,  a) y radio a ,  

r a  - 2 c r  cos ( 0  - a j +  c 2  = a l .  (1 
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Para ello, multipliquemos ambos miembros de la ecuaci6n (2) por  r y tras- 
pongamos tirminos.  Se obtiene: 

rZ  - r (- 3 43 cos 0 + 3 sen 8 )  = 0, 

que, teniendo en cuenta la ecuaci6n (1 ) .  podemos escribir en la forma 

r2 - 2cr (- 
Hagamos ahora 

- - -  - o a y 2; 3 = sen a. 
2 c 

La expresi6n dentro del parintesis de la ecuaci6n (3) se convierte en 

cos 0 cos a + sen 6 sen a = cos ( 0  - a ) .  
y la ecuaci6n en 

ra - 2cr cos ( 0  - a )  = 0, 

que es de la forma ( 1 ) .  Evidentemente la circunferencia pasa por el polo, ya  
que ca = a 2 .  Si etevamos a1 cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua- 
ciones ( 4 ) ,  y sumamos, obtenemos 

de donde c = + 3 .  Para el par principal de coordenadas polares del centro, 

tomamos c = 3, valor para el cual las ecuaciones (4) dan a = *. Por  tanto.  
6 

las coordenadas del centro de la circunferencia (2) son 3, - . Tambiin .  

como c = a ,  el radio es 3. 
( '6") 

E l  estudiante debe dibujar la figura correspondiente a este ejemplo y compro- 
bar 10s resultados usando coordenadas rectangulares. 

87. Ecuacion general de las c6nicas en coordenadas polares. La 
ecuaci6n polar de una c6nica to- 
ma una forma r~articularmente 

Fig.  121 

sencilla y dtil cuando uno de 10s 
focos (fig. 121) est& en el polo 
y el eje focal coincide con el eje 
polar. Sea la recta 1 la directriz 
correspondiente del foco 0 ; esta 

A recta es perpendicular al eje po- 
lar ,  y aea D el punto de inter- 
secci6n. Designemos la distancia 

I  I ,  entre el foco y la direc- 
triz , por la cantidad positiva p . 
Sea P(r, 8) un punto cualquiera 
de la c6nica Desde P tracemos 
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las perpendiculares PB y PC a1 eje polar y a la directriz, respecti- 
vamente . 

Para deducir la ecuaci6n polar de la cdnica, emplearemos la defini- 
ci6n general dada en el Articulo 75.  Segiin ella el punto P debe 
satisfacer la condici6n geom6t,rica 

en donde e es la excen tricidad . Ahora bien , 
I P O I = r  

Y 
IPCI = l D B I = I D O I + ) O B ( = p + ~  C O S ~ .  

Sustituyendo estos valores en (1 )  , obtenemos 

r 
p + r cos 0 

= e ,  

de donde , 
r = eP 

1 - e cos 8 

Podemos demostrar , reciprocamente , que cualquier punto cuyas 
coordenadas satisfacen la ecuaci6n ( 2 )   ati is face la condici6n geom6- 
trica ( 1 )  y , por tanto , esth sobre el lbgar geomftrico. Segitn esto , 
la ecuaci6n (2 )  es la ecuaci6n buscada de la c6nica. 

La ecuaci6n ( 2 )  se ha deducido en el supuesto de que la directriz 
esth a la izquierda del polo. Si la directriz esth a la derecha del polo 
y a p unidades de 61, podemos demost,rar, anhlogamente , que la 
ecuaci6n de la c6nica es 

T = eP 
l + e c o s I 3 '  (3 )  

De manera semejante, si el eje focal coincide con el eje a 90' de 
manera que la directriz sea paralela a1 eje polar y a p unidades de 61 , 
podemos demostrar que la ecuaci6n de la c6nica ee de la forma 

r = eP 
1 * esen i '  

debi6ndose tomar el signo positivo o el negativo segiin que la directriz 
est6 arriba o abajo del eje polar. 

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente 



2 5 8  G E O M E T R I A  ANALITICA P L A N A  

TEOEEMA 6 .  Sea e la excentricidad de una cdnica cuyo joco estd 
en  el polo y a p unidades de la directriz correspondiente. 

Si el eje jocal coincide con el eje polar, la  ecuacidn de la c h i c a  es de 
la  jorma 

T = eP 
I f  e c o s f 3 '  

en  donde se debe tomar el signo positivo o el negaliao segzin que la  directriz 
estd a la derecha o a la izquierda del polo. 

Si el eje jocal coincide con el eje a 90" , la  ecuacidn de la  cdnica es de 
la f- 

en  donde se debe tomar el signo positivo o el negalivo segiin que la directriz 
estd arriba o abajo del eje polar. 

NOTA. Nos  referiremos en adelante a las ecuaciones del teorema 6 como las 
ecuaciones polares ordinariar de las cdnicas. E l  estudiante debe notar,  sin em- 
bargo, que en cada caso en el polo es t i  un  foco y no el virtice de una paribola 
o el centro de una cbnica central. P o r  esto, las ecuaciones rectangulares corres- 
pondientes n o  estarin en la forma can6nica. 

Ejemplo. Identificar la c6nica cuya ecuaci6n polar es 

r = 4 
2 + cos 8 

Hallar las coordenadas polares del centro y verticee y las long4todes de 10s ejes y 
del lado recto, 

Solucibn. L a  ecuacibn ordinaria de ona c6nica tiene la unidad como primer 
t icmino del denominador. P o r  tanto ,  si dividimos numerador y denominador 

del segundo miembro de la ecua- 
1 ci6n (4) p o r  2, obtenemos la 
I forma ordinaria 

r = L 

1 + % cos 8' 

Si comparamos la ecuaci6n (5) 
con la ecuaci6n ordinaria (3 ) .  
vemos q u o  la excentricidad es 
e = % . P o r  t a n t o .  el lugar 
geomitrico de la ecuaci6n (4) es 
una elipse c o y  a posici6n en el 

Fig.  122 plano coordemdo polar es t i  :e- 
presentada en la figura 122, en 

donde la recta 1 es la directriz correspondiente a1 foco quo es t i  en el polo 0. 
De la ecuaci6n (5) tenemos quo para 8 = 0 es r = %, y para 8 = JZ es r = 4. 

P o r  tanto ,  las coordenadas dc'los virtices son V ()/a, 0) y V1(4, x )  . C o m o  el 
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cenrro C es t i  sobre el eje polar y en el p u n t o  medio de la recta que one 10s v i r -  
tices, sus coordenadas son (94, a ) .  L a  longitud del eje mayor  es la dirtancia 
entre lor virtices. o sea. 2a - '7: 

a  Da la ecuacibn (5). tenemos que para B = - es r  = 2. P o r  tanto ,  la lon- 
L 

gi tud ( ( drl  semilado recto es 2, y la longitud total  de cada lado recto es 4. 
2b' C o m o  la longitud rota1 de cada lado recto es tambi in  igual a -. tenemos que 
a 

2b2 2ba - = - = 4, de rnanera que b  = )j 4 3  y la longi tud  del eje menor es 
a $6 

EJEECICIOS. Qrupo 40 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. De la ecuacibn (3). Art iculo  85, deducir las ecuaciones polares 

Ae una linea recta , dadas en el teorema 4. 
2. Obtener 10s resultados del ejercicio 1 transformando las ecuaciones rec- 

tangulares de las rectas paralelas a 10s ejes coordenados y a p unidades de ellos. 
3. Demostrar que las ecuaciones polares de las rectas que  son perpendicula- 

res y paralelas a1 eje polar pueden escribirse en las formas 

respectivamente, en donde p es la diatancia del polo  a la recta. 

4. Hallar la ecuacibn polar de la recta que pasa po r  el p u n t o  P 

y es perpendicular al radio vector de P. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 5-8, transformar la ecuacibn rectangular dada a 
la forma polar normal de la ecuaci6n (3 ) .  Arriculo 85. 

5. 3 x - 4 y + 5 = 0 .  7. 4 x - \ 3 y - 1 0 = 0 .  
6. 5x + 13y + 26 0. 8. 2x + y = 0. 

9,  Hrl lar  la ecuacibn polar de la recta.que pasa por  el p u n t o  (6. $) y 

es perpendicular a1 eje pol l r .  

10. Hallar la ecuaci6n polar de la recta que pasa por  el p u n t o  (2 \Ti, 2) 
4 

y es paralela a1 eje polar. 
11. Considerando las ireas dz ciertos t r i ingulos ,  demostrar que la  ecuacibn 

polar de la recta que pasa por  10s dos  puntos  (r l .  01) y (r,, 8,) puede escri- 
birse en la forma r l r  sen (81 - 0) + r2r sen (8 - 02) = r lra sen (6, - 01). 

12. Hallar la ecuaci6n polar de la recta que pasa po r  10s pun tos  
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13. Demostrar que la ecuacibn polar general de la circunferencia, ecua- 
ci6n (1) del Articplo 86, puede obtenerse p o t  medio de la f6rmula de la distan- 
cia entre dos puntos,  dada en el teorema 3, Articulo 84. 

14. Hallar la ecuaci6n p o l  a r de la circunfexentia de centro el p u n t o  

6 - y radio igual a 4. ( , 
16. Hallar la ecuacibn p o 1 a r de la circunferencia de centro el pun to  

(3, %) y que pasa por  el p u n t o  

16. Demostrar 10s casos especiales de la ecuacibn ( I ) ,  ~ r t i c u l o  86, dados 
en el teorema 5. 

17. Si el centro de una circunferencia que pasa por  el polo es el pun to  
(a,  a) demuistrese que su ecuacibn es r = 2a cos (6 - a). 
18. Del resultado del ejercicio 17, demuhstrese que la ecuacibn polar de 

cualquier circunferencia que pasa por  el polo puede escribirse en la forma 

r = k l  cos 6 + k z  sen 6, 

en donde k l  y k a  son constantes. 
19. Transformando la ecuaci6n polar del ejercicio 18 a su forma rectangu- 

lar, determinar el significado de las constantes k l  y k z .  Demostrar,  tambien, 
que si a es el radio de la circunferencia se verifica que k l a  + k z 2  = 4az.  

E n  cada uno  de 10s ejercicios 20-23, hallar el radio y las coordenadas polares 
del centro de la circunferencia a partir  de su ecuacibn polar dada. Comprobar  
10s resultados empleando coordenadas rectangulares. 

20. r = 4 cos 6. 

21. r = 2  c o s 6 + 2 ~ ~ s e n 0 .  
22. r a  - 2 47 r cos 0 - 2 47  r sen 6 - 5 = 0. 
23. ra  + r cos 6 - 47 r sen 6 - 3 = 0. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 24 y 25, transformar la ecuaci6n rectangular 
dada de la circunferencia a la forma polar general representada po r  la ecuacion 
(1) del Articulo 86. o uno de sus casos especiales. E n  cada caso, hallar el 
radio y las coordenadas polares del centro. 

26. Deducir la ecuaci6n r = e p  del teorema 6, Articulo 87. 
1 + e cos 6 

27. Deducir las ecuaciones r 5 e p  del teorema 6 ,  Articulo 87. 
1 * e  sen 6 

28. Demostrar que las ecaaciones (2) y (3) del Articulo 87 pueden redu- 
6 6 cirse a las formas r = csc" y r = = seca - respectivamente, en el caso 

2 2 2 2 ' 
d e  una paribola.  

29. Demostrar quo en cada una de las c6nicas del teorema 6 ,  Ar t iculo  87, la 
longi tud  de un lado recto es igual a 2 e p .  

E n  cada uno  de 10s ejercicios 30-32, identificar la cdnica cuya ecuacibn polar 
se da. Para una paribola,  hil lense las coordenadas polares del virtice y la lon- 
gitud del lado recto. Para una c6nica central, hillense las coordenadas polares 
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del centro y 10s virtlces, y las longitudes de 10s ejes y cada lado recto. Hallar 
tambi in  la ecuaci6n rectangular de cada c6nica. - 

30. r = 5 6 31. r = 32. r = 3 
2 - 2 cos 8' 3 + sen 8 2 + 4 cos 8' 

33. Si la c6nica r = e p  represent; una paribola,  hillense las coor- 
1 - e cos 8 

denadas polares de su virtice y la ecuaci6n polar de su directriz. 

34. Si la c6nica r = e p  representa una elipse, demuistrese que la 
1 + e cos 8 

longitud de so  eje menor es 
2 ep 

d m .  
35. Si la c6nica r = e p  representa una hipicbola,  demuistrese qne 

1 - e sen 8 
la longitud de su eje transverso es 2. 

eP - 1 

88. Problemas relativos a lugares geomCtricos en coordenadas po- 
lares. En  coordenadas rectangulares vimos que la soluci6n de un 
problema de lugar geomktrico se facilitaba a veces colocando la figura 
en una posici6n npropiada con respecto a 10s ejes coordenados. Anti- 
logamente , en coordenadadas polares , la soluci6n puede efectuarse 
muchas veces con mayor simplicidad si se eligen apropiadamente el 
polo y el eje polar. Ilustraremos el procedimiento con varios ejemplos. 

Ejemplo 1. Sean 0 y B 10s extremos de un di imetro  f i j o  de una circunfe- 
rencia dada de radio a.  Sea t la tangente en B. Desde 0 tracemos una secrnte 
cualquiera s que corte a l a  circunferencia y 
a t en 10s puntos  C y D ,  respectivamente. t 
Hallar la ecuaci6n polar del lugar geomi- 
trico de un  p u n t  o P sobre s tal que  
I 1 = I I para cada posici6n de s a 
medida que gira en torno de 0 .  

Solucibn. Sin que e l  razonamiento 
pierda generalidad, podemos tomar el pun-  
to  0 como polo y hacer que el d i ime t ro  
f i j o  esti sobre el eje polar, tal como apace- 0 
ce en la figura 123. Como P es un pun to  
cualquiera del lugar geomitrico, le asigna- 
remos las coordenadas generales (r. 8 ) .  de 
manera que ( 5 ( = r y el i n g a l o  POB-8. 
Entonces, para toda posici6n de s ,  debe- 
mor  tener 

= IOP(-ICDJ=IODI-IOCI. ( I )  
Del t r i ingulo  rectingulo O D B ,  tenemos 

( OD I = ( OB ( sec B = 2a sec U. 

I 

Fig. 125 

Tracemor el segment0 CB. E l  ingu lo  O C B  er un  ingu lo  recto ya que estd in t -  
cri to en un  rernic i rc~lo .  P o r  tanto,  

I OC I - 1 08 1 c o s ~  = ~a cor B. 
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Susti tuyendo en ( I )  estos valores de I ( y I 1. obtenemos 

r = 2a (sec 0 - cos 0) , 
la cual se reduce a 

r = 2a tg  0 sen 0, 

que es la ecuaci6n polar bnscada. La  curva se llama cisoide. 
E j e m p l o  2. Desde un pun to  f i j o  0 de una circunferencia dada, de radio a. 

se traza una cuerda cualquiera OB.  Se prolonga la cuerda hasta el pun to  P de  
tal manera que la distancia ( BP ( sea siempre una constante igual a k .  Hallar 
la ecuacion polar del lugar geomitrico descrito por P a medida quo la cuerda 
prolongada gira en torno de 0. 

Soluci&n. Sin perder generalidad, podemos tomar el pun to  f i j o  0 como 
polo y el d i imetro  O C  prolongado como cje polar (f ig.  124). Como 1' es un 

Fig .  124 

pun to  cualquiera del lugar geomttrico le asignaremos las coordenadas generales 

( r .  0 ) .  de manera que 1 a ( = r y el i ngu lo  P O C  = 0. SegGn el problems, 
para toda posicibn del segment0 O P  debemos tenor 

r = I ~ I - ) ~ I + ~ ~ ~ - I ~ ) + k .  (2) 

La  ecuaci6n de la circnnferencia dada de radio a es r = 2a cos 0. segun el 
teorema 5 del Articulo 86. P o r  tanto ,  para toda posicion de O P .  se verifica 

( OB I = Za cos 0. 

Susti tuyendo este valor en la ecuaci6n ( 2 ) .  tenernos 

que es la ecuaci6n polar buscada. La  curva se llama caru:ol de Pascal. 
Hay tres casos po r  considerar, segun que 

k < 2a. 
k = 2a, 

Y k > 2a. 

El caso k < 2n es t i  representado en la f igura 124. 
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EJEECICIOS. Gtupo 41 

E n  10s siguientes ejercicios, despuis de obtener la ecuaci6n polar del lugar  
geomitrico, tracese la curva por  10s mitodos explicados en el Ar t iculo  82. 

1. Hallar la ecuacion polar del lugar geornitrico de un pun to  que se mueve 
de tal manera que su radio vector es siempre proporcional a su i n g u l o  polar. 

2. Hallar la ecuacion polar del lagar  geornitrico de un p u n t o  que  se mueve 
de tal manera que su  radio vector es siempre inversamenre proporcional a su 
angulo polar.  

3. Hallar la ecuaci6n polar del lugar geomitrico de un pun to  que  se mueve 
de tal rnanera que el cuadrado de su radio vector es siempre proporcional a su 
angulo polar. 

4. Hallar la ecuacibn polar del lugar geometrico de un p u n t o  que se rnueve 
de tal manera que el logaritmo de su  radio vector, es siempre proporcional a su 
angulo polar. 

5. Hallar la ecuaci6n polar del lugar geomdtrico de un p u n t o  que se mueve 
de tal rnanera quo el cuadrado de su radio vector es siernpre invenamente propor-  
cional a su i n g u l o  polar .  

6. Empleando solamente coordenadas rectangulares, deducir la ecurci6n 
rectangular de la cisoide definida en el ejernplo 1 del Articulo 88. T6mese corno 
origen el pun to  0 y el diirnetro f i j o  a lo  largo de la parte positiva del eje X. 

Los  ejercicios 7-12 se refieren a la f igura I23 del ejemplo I del Articulo 88. 

7 .  Hallar la ecuacion polar del lugar geomitrico del pun to  P de la recta s 

si ( 1 = I PC ( para toda posici6n de s .  
8. Hallar la ecuaci6n polar del lugar geomitrico del p u n t o  P de la recta s 

si I ( - 2 1 PC 1 para toda posici6n de s. 
9. Hallar la ecuacion polar del lugar geomitrico del pun to  P de la recta s 

si I a I = 1 ( 1  para toda posicibn de s. 
16. Sea E el pie de la perpendicular trazada del pun to  C al eje polar. Ha-  

Ilar la ecuaci6n polar del lugar geomitrico del pun to  P de s si ( = ( = ! %I 
para toda posici6n de s. 

11. C o n  referencia a la f igura del ejercicio 10. hallar la  ecuaci6n polar del 

lugar geometrico del pun to  P de la recta. s si 1 ( = ! I para t o  d a  posi- 
ci6n de s. 

12. Con  referencia a la f igura del ejercicio 10, hallar la ecuaci6n polar del 

lugar geomitrico del pun to  P do la recta s si I @ I = I EB ( para todas las po- 
siciones de s. 

13. Un pun to  P se rnueve de tal manera quo el producto de sus distancias a 
10s dos puntos  fi jos F ( a .  0") y F 1 ( a ,  x )  es siempre igual a la constante b2 .  
Dernostrar quo la ecuacion polar del lugar geomltrico de P es 

Los lugares geomitricos se llarnan oualos de Cassini. 
14. Traza r  la grafica de la ecuaci6n de 10s 6valos de Cassini (ejercicio 13) 

cuando b  = a .  Demostrar quo en este caso el lugar geomitrico es una lernnis- 
cata. (Vease el ejemplo 2 dcl Articulo 82.) 
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15. Traza r  la grifica del caracol representado por  la ecuacibn (3) del ejem- 
p lo  2 del Ar t iculo  88, cuando k = 2a. Demostrar que en este caso el lugar geo- 
mftrico es una cardioide. (Viase el ejemplo I del Ar t .  82.) 

16. T r a z a r  la grifica del caracol representada p o r  la ecuacion (3) del ejem- 
p l o  2 del Articulo 88, cuando k > 2a. 

17. Hallar la ecuaci6n polar del caracol d e i  ejemplo 2 del Articulo 88, - .  

cuando la circunferencia dada tiene su centro en el p u n t o  

la grifica correspondiente. 

Los  ejercicios 18-20 se refieren a la f igura 124 del ejemplo 2 del Ar t iculo  88. 

18. Hallar la ecuaci6n polar del lugar geomltrico del p u n t o  P si I * ( = I  1 
para todas las posiciones de O P .  

19. Sea D el pie de la perpendicular trazada desde el pun to  B a1 eje polar. 

Hallar la ecuacibn polar del lugar geomitrico del p u n t o  P si 1 %] = I BD 1 para 
todas las posiciones de O P .  

20. Con  referencia a la f igura del ejhrcicio 19, hallar la ecuaci6n polar del 
lugar geomitrico del pun to  P si ( ( = ( ( para cualquier posicidn de O P .  

21. Una circunferencia dada rueda, sin resbalar, sobre otra circunferencia 
del mismo radio per0 de posici6n fi ja.  Hallar e identificar la ecuaci6n polar del 
lugar geomitrico descrito p o t  un  pun to  de la primera circunferencia. 

22. Sea a la distancia de un  p u n t o  f i jo  0 a una recta fija I. Se traza por  0 
una recta cualquiera I '  que corta a I en el p u n t o  B. Sobre 1' se toman dos 
puntos  P y P I  a la derecha y a la izquietda de B, respectivamente. tales 
que I BPI = I P'B ( = b, una constante, para cualquier posicibn de 1'. S i  se 
toma el pun to  0 como polo y la recta 1 perpendicular a1 eje polar y a la derecha 
de 0 ,  demuistrese que la ecuacibn polar del lugar geomitrico descrito por  
P y P 1  a medida que 1' gira en torno de 0 ,  es r = a sec 0 * b. Dicho lugar 
geomitrico se llama concoide de  Nicomedes. Tricese la curva para el caso en 
que b > a .  

23. Traza r  la concoide del ejercicio 22 cuando b = a. 
24. Traza r  la concoide del ejercicio 22 cuando b < a. 
25. E n  la construcci6n del ejercicio 22, supongamos que 10s puntos  P y P1 

re toman sobre I' de tal manera quo, para todas las posiciones de 11, sea 

siendo z la distancia de B a1 eje polar. Demostrar que la ecuacibn polar del 
lugar geomitrico descrito po r  P y P1 a medida quo I1 gira en torno de 0 es 

La curva asi obtenida se llama estrofoide. 



CAPITULO XI 

ECUACIONES PARAMETRICA S 

89. Introduction. En 10s capltulos anteriores hemos visto que si 
un lugar geometric0 tiene una representaci6n analltica , tal representa- 
ci6n puede expresarse usualmente por una dnica ecuaci6n conteniendo 
a lo mhs dos variables. En este capitulo consiileraremos la represen- 
taci6n analitica de una curva por medio de un par de ecuaciones en las 
cuales cada una de las dos variables estS expresada en funci6n de una 
tercera variable. Por ejemplo , la circunferencia 

puede representarse tambien por las dos ecuaciones 

sicndo 8 una variable independiente que puede tomar cualquier valor 
real. Es decir , si a 8 se le asigna un valor arbibrario, las ecua- 
tiones (2) determinan un par de valores de z y y que satisfacen a 
la ecuaci6n ( 1 ) .  En efecto, elevando a1 cuadrado cada una de las 
ecuaciones (2) y sumando, obtenemos 

la cual , para todos 10s valores de 8 , es identica a la ecuaci6n ( 1 ) . 
En general, si 

F (x ,  v )  = 0 (3)  

eE la ecuaci6n rectangular de una curva plana C ,  y cada una de las 
variables z y y son funci6n de una tercera variable 1, de tal manera 
que podemos escribir 

z = f ( l ) ,  2 1 = 0 ( t ) ,  (4)  

entonces, si para cualquier valor permisible de la variable indepen- 
diente 1, las ecuaciones (4)  determinan un par de valores reales de 
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z y y que satisfacen la ecuaci6n ( 3 ) ,  las ecuaciones ( 4 )  se llaman 
ecuaciones paramdtricas de la curva C ,  y la variable independiente t 
se llama pardmetro. TambiCn nos referiremos a las ecuaciones ( 4 )  
como una representaci6n paramdtrica de la curva C . Asi , las ecuacio- 
rles (2) son ecunciones parametricas o representaci6n parametrica de 
la circunferencia ( 1)  , siendo 0 el par4metl-o. 

Las ecuaciones paramitricas de un lugar geomitrico especifico no son hnicas, 
ya que el lugar geomitrico puede representarse por diferentes pares de ecuacio- 
nes. P o r  ejemplo, en el caso de la circunferencia (1 ) .  podemos tomar, arbitra- 
riamente, x = t como una ecuaci6n paramitrica y susti tuir  este valor de x en la 
ecuaci6n (1) ; la soluci6n correspondiente para y es entonces la otra ecuaci6n 
paramitrica y = * 4 1 - t 2 .  Debe notarse que, para este par de ecuaciones. 
el parametro t s610 puede tomar valores reales comprendidos dentro del inter- 
v a l ~  - 1 ( t ( 1, mientras que para el par de ecuaciones (2) el pardmetro 0 
puede tomar todos 10s valores reales. N o  hay un mitodo general para seleccionar 
un parimetro particular para un lugar geomitrico y deducir entonces las ecua- 
ciones paramitricas correspondientes. Usualmente. se toma la representaci6n 
paramitrica mis  sencilla o aquella que sea mis  uti l  y conveniente para nuestros 
prop6sitos. 

Como en nuestro estudio de un lugar geometric0 por medio de su 
ecuaci6n rectangular, hemos considerado solamente una ecusci6n y 
como miximo dos variables, el lector puede suponer , 16gicnmente, 
que el estudio de una curva serd rnucho m6s largo y complicado si 
hay que tratar con dos ecuaciones y tres variables. Veremos, sin 
embargo, que ciertas curvns se estudian mucho m4s convenientemente 
por tredio de sus ecuacioneu parametricas; de manera semejante, las 
soluciones de muchos problemaa de lugares geomCtricos se obtienen con 
mayor facilidad mediante la introducci6n de un par4metro. 

90. Obtencidn de la ecuacidn rectangular de una curva a partir de 
su representacidn parametrica. La ecuaci6n rectangular de una curva 
se obtiene a partir de su representaci6n parametria eliminando el 
parhmetro . S o  hay ningdn metodo general para efectuar esta elimina- 
ci6n ; el procedimiento a seguir depende en cada caso de la forma de 
la8 ecuaciones parametricas. Si Bstas contienen funciones trigonomb 
tricas , la ecuaci6n rectangular puede obtenerse , a veces , por me- 
dio de una de las identidades trigonometricas fundamentales (Apen- 
dice IC  , 2) ; vimos un ejemplo de esto , para la circunferencia, en el 
Articulo 89. Si ambas ecuaciones parametricas son algebraicas, su 
forma sugeriri algunas veces una operaci6n algebraica por medio de 
la cual se elimine a1 par4metro. Otras veces, si una ecuaci6n parame- 
trica es m4s complicada que la otra ,  la ecuaci6n rectangular puede 
obtenerse , frecuentemente , despejando el par4metro de la ecuaci6n 
m6s sencilla y sustituyendo su valor en 1s otra ecuaci6n. 
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E j e m p l o  1. H a l l a r  la ecuacion rectangular  d r  la curva cuyas ecuaciones 
paranli t r icas s o n  

x = 2 + 3  t g 0 ,  y = I + l s e c / ? .  (1) 

S o l u c i b n .  La presencia de tg H y sec H como t i r m i n o s  aislados en las ecua- 
ciones parami l r icas  ( I )  sugiere el empleo de la identidad t r igonomi t r ica  f u n d a -  
menta l  

1 + tg2  0 = sec2 H .  ( 2 )  

E n  efecto, s i  escribimos las ecuaciones ( I )  e n  la forma 

x - 2 -  -- 
3 

tg 0,  = sec 0 ,  
4 

elevamos despuis  al cuadrado cada una de estas ecuaciones y sus t i tu imos  10s 
resultados en la ecuacion ( 2 ) ,  obtenemos  

o sea, 

q u e  es la ecuaci6n rectangular  equivalente a las ecuaciones dadas y que  representa 
una  h i p i r b o l a .  

E j e m p l o  2. Hal la r  la ecuaci6n rectangular  de la curva cuyas ecuaciones 
parami t r icas  son  

x = too cos a. y = too sen a - % gt2 .  . (3)  

en donde  t  es el p a r i m e t r o ,  y 00.  a y g son constantes. 
S o l u c i b n .  C o m o  la pr imera  ecuaci6n es la m i s  sencilla, despejamos de ella 

el va lor  de t .  Resul ta  : 
X 

t  = -. 
0 0  cos a 

S i  sus t i tu imos  este valor  de t  en la segunda ecuacibn, ob tenemos  la ecuacion 
rectangular  

y = x  t g a -  9 x2, 
200' cos2 a 

q u e  representa una  p a r i b o l a .  

91. GrAfica de una curva a partir de su representacidn parame- 
trica. Par3 trazar una curva a, partir de su ecuaci6n rectangular, 
basta obtener Ias coordenadas de algunos puntos , asignando distintos 
vaiores a i ~ n a  de las variables y calculando luego 10s valores corres- 
pondientes de la otra variable. Podemos trazar tamhien directamente 
una curvn a, partir de P U ~  ecuaciones parametricas sin necesidad de 
pasar a su ecuaci6n rectangular. En efecto , si asignamos un va!or 
particular a1 parhmetro , las ecuaciones parametricas determinan valo- 
res correspondientes de z y y que , si son reales, representan lae 
coordenadas de un punto de la curva. 
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Ejemplo. Haciendo variar el parametro. trazar la curva cuyas ecuaciones 
paramitricas son 

x = e - sen e ,  y = 1 - cos 8. 

Hallar tambiin la ecuaci6n rectangular de la curva. 
Solucibn. El  parametro 0 ,  que aparece como un thrmino aislado en la pri-  

mera ecuacion, debe tomarse en radianes (Apindicr IC. 4 ) .  Asi,  si se le asigna 

a 0 el valor tiene el valor 0,7854 y n o  45'. Para calcular 10s valores de 
4 

x y y,  seri  conveniente, por  l o  tanto ,  asignar valores a B en funci6n de n ,  
(ver la tabla del f inal  de la p ig ina ) .  Para valores de 0 mayores de 2n radia- 

nes. y para valores negativos de 8. 
la curva repite su forma a derecha e 
izquierda. r e s p e c t i v a m e n t e ,  del 
eje Y. El lugar geomitrico (fig.  125) 
se llama cicloide. La porci6n de cur- 
va c o m p r e n d i d a  entre dos cuales- 

x quiera de 6us intersecciones sucesivas 
con el eje X se llama arco de la 

Fig .  125 cicloide. P o r  la i m p o r t a n c i a  que 
tiene esta curva,  deduciremos sus 

ecuaciones paramitricas y posteriormente (Ar t .  93) la discutiremos. 
Para obtenor la ecuaci6n rectangular de la cicloide, procedemos como sigue. 

A partir  de la segunda, y mas sencilla, de las ecuaciones paramltricas ( I ) ,  
tenemos 

cos e =  1 - y, 
de donde, 

B = arc cos (1 - y) . 

Si susti tuimos estos valores de 0 y sen 0 en la primera de las ecuaciones (1) .  
obtenemos la ecuaci6n rectangular buscada, 

x = arc cos ( I  - g)  =F d 2 g  - g a ,  (2) 

en donde se debe tomar el signo posit ivo o el negativo seg6n que  0 sea menor o 
mayor que x radiants en t l  arco com- 
prendido entre 

Si 0 = n ,  la segunda de las ecuacio- 
ner (1) muertra que y = 2. en CUYO 

car0 el radical re anula. 
E l  eatudiantc debt  trazar la ci- 

cloidc a par t i r  dc  ru ccuaci6n rcctan- 
gular (2) y comparar el trabajo con 
el dc obtcner la grifica particndo de 
Iar c c u a c  i o n c r paramitricar (1) . 
V c r i  cntonccr la8 ventajar quc, para 
c r t r  curva. ticne la rcprcrcntrci6n 
paramttrica sobre la rectangular. 

0 

0 
4 6  
x/4 
n/3 
n/2 

3 ~ / 4  
A 

5 4 4  
3n/2 
7 4 4  
2n 
- 

cos 0 ----- 

0.87 
0.71 
0.5 
0 

- 0,71 
- 1  
- 0.71 

0 
0.71 
1 

sen 0 

0 
0.5 
0.71 
0.87 
1 
0,71 
0 

- 0.71 
- 1 
-0.71 

0 

x 

1 0 0  
0.02 
0.08 
0.18 
0.57 
6 
3.14 
4.63 
5.71 
6.20 
6 . 2 8 . 0  

y 

0.13 
0.29 
0.5 
1 
1.71 
2 "  
1.71 
1 
0,29 

- 
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EJERCICIOS. Grupo 42 

E n  cada u n o  de 10s siguientes ejercicios t razar  la curva correspondiente par -  
t i endo  de sus ecuaciones parametricas dadas. Obt ingase  t a m b i i n  la ecuaci6n 
rectangular de la curva e identif iquese si es posible. Las letras a ,  b ,  c, d y p 

representan constantes diferentes de cero. 

1. x = a t ,  y = bt.  13. x = p r 2  + b ,  y = 2 t  + a .  

2. x = a sen 8,  y = a cos 8. 14. x = 3 c o s B f 2 ,  y=2sen8-3 .  

3 6. x = 2tZ.  y = ,. 18. x = a tg3 8, y = tg 8. 
1 

19. x = bt', y = bt3. 
7. x = a ( l  - t ) ,  y = bt.  

20. x = a sen3 8, y = a cosa 8. 
8. x = a sec 6'. y = b tg 6'. 

I  -t' 
9. x = 2 tg 8, y = 3 ctg 8. 

11. x = 2 ( 1 + c o s B ) ,  y -2senB.  23. x = b csc2 8 ,  y = a ctg 8. 

12. x = 4 sen 8. y = 2 csc 8. 24. x = cos 8, y = sen 8 -COS 8' 

25. x = 2 sen 8 - 3 cos 6'. y = 4 sen 8 + 2 cos 8. 

26. x = a sen 8 + b cos 8. y = c sen 6' + d cos 8 ;  a d  # bc. 

27. x = a s e c B + b t g e ,  y = c s e c e + d t g e ;  a d ~ b c .  

3at  28. x = -  3ata 8 
1 + t 3 ,  y = m t 3 .  34. x = 2 cos 8 y = cos --. 

2 
35. x = tg 2t. y = tg t. 

29. x = a sen 8, y = b tg 8. 
36. x = s e n t ,  y = t g 2 t .  

30. x = sen 26'. y = cos 8. t 37. x = tg Z, y = sen t .  
31. x = cos2r .  y = sen t .  

32. x = a cos t ,  y = b cos 2 t .  38. x = sen 8, y = sen 38. 

8 33. x = sen -, y = cos 8. 
2 

92. Representacion parametrica de las cbnicas. Por simplicidad , 
supondremos que la posici6n de cada una de las c6nicas con relacibn a 
10s ejes coordenados sea tal que su ecuaci6n rectangular est6 en su 
forma can6nica. 

Sea a el Qngulo de inclinaci6n de la tangente a la partibola y2 = 4px 
en cualquier punto P(z ,  y )  , except0 el v6rtice , de la curva. Enton- 
ces , por el teorema 4 del Artfculo 57 , tenemos 
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de donde , 
y = 2 p c t g a .  

Como el valor de a depende de la posici6n del punto de contacto P I  
es una variable que podemos escoger como padmetro. Seg6n esto, 
el valor de y obtcnido puede tomarse como una de las ecuaciones 
parametricas de la parsbola. Si este valor de y es sustituido en la 
ecuaci6n y2 = 4px, hallamos z = p ctg2 a .  Por tanto , un par de 
ecuaciones parametricas de la partibola es 

en donde el padmetro a representa el Bngulo de inclinaci6n de las 
tangentes a la parBbola y" 4pz. 

Fig. 126 

En el ejemplo 2 del Artlculo 90, se di6 una repreeentaci6n para- 
mCtrica irnportante de la paribola , a saber, 

z = tv~ COP a ,  y = tvo sen a - Mgt2, (2 

en donde t es rl parlrnctro , y para la cual se encontr6 que 13 ecuacihn 
rectangular es 

y = z t g a -  z?.  2v02 cosZ a (3 

En Meclnica se demuestra que si la resistencia del aire es desprechds , 
las ecuaciones parametricas (2 )  son las ecuaciones del movimiento de 
un proyectil lanzado desde cl origen con una velocidad (constante) 
inicial vo a un Bngulo constante a con el eje X , siendo g la ucelera- 
ci6n constante debidtt a la gravedad (fig. 126). Eete problema del 
movirniento de proyectiles es un ejemplo de las ventajas de la repre- 
sentaci6n parametrica sobre la rectangular en algunos problemas flsi- 
cos. Se puede hacer un estudio completo del movimiento por medio 
de las ecuaciones parametricas ( 2 ) .  Por ejemp!~, por las ecuacio- 
nes ( 2 ) )  podemos determinar la posici6n del cuerpo en cualquier 
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instante t ; esta informaci6n1 en cambio, no puede obtenerse de la 
ecuaci6n rectangular (3) la cual simplemente da la trayectoria del 
proyectil . 

Ahora obtendremos una representaci6n paramdtrica sencilla para 
una elipse. Tracemos dos circunferencias concdnt,ricas (6g. 127) que 
tengan su centro comrin en el origen y de radios a y b , siendo a > b. 
A partir del origen 0 tracemos una recta cualquiera I que forme un 
tingulo 9 con la pa rk  positiva del eje X I  y Sean A y B 10s puntos 
de intersecci6n con las circunferencias de radios a y b ,  respectiva- 
mente. Bajemos las perpendiculares AC y BD a1 eje X ,  y por B 

F i g .  127 F i g .  128 

tracemos una recta paralela a1 eje X y sea P su punto de intersecci6n 
con AC. Vamos a obtener las ecuaciones paramdtricas del lugar 
geomdtrico de P(z ,  y ) .  Como P se mueve de acuerdo con la rotaci6n 
da In recta I en torno de 0, tomaremos como partimetro el 6ngulo 9 .  
De 10s tri6ngulos rectingulos OAC y OBD , tenemos 

z = O C = O A c o s ~ = a c o s ~  

Y y = @ = m = m s e n d = b s e n 9  

Por tanto, las ecuaciones parametricas del lugar geomdtrico de P son 

z =  a c o s 9 ,  y = bsen 9 .  (4)  

E s  muy fticil eliminar el partimetro 9 de las ecuaciones (4)  y obtener 
la ecuaci6n rectangular 

Por tanto, las ecuaciones (4) son una representaci6n paramdtrica de 
la elipse (5).  El  partlmetro 9 se llama dngub excdntrico del punto P I  
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y las circunferencias concbntricas de radios a y b se llaman , respec- 
tivnmente , circulo principal y circulo menor de la elipse. 

Una representaci6n parambtrica sencilla de la hipbrbola puede obte- 
nerse como sigue . Tracemos dos circunferencias conc6ntricas que 
tengan su centro comdn en el origen y que sus radios Sean OA = a y 
OB = b , en que a > b , como se ve en la figura 128. A partir de 0 
tracemos una recta cualquiera 1 que forlne un itngulo 0 con la p a r k  
positiva del eje X ,  y sea C el punto de intereecci6n con la circunfe- 
rencia de radio a .  En C tracemos la tangente a la circunferencia ; 
designemos por D el punto en que esta tangente corta a1 eje X .  
En B tracemos una perpendicular a1 eje X y sea E su punto de in- 
tersecci6n con 1. Por D y E tracemos rectas paralelas a 10s ejes 
Y y X , respectivarnente ; designemos por P el punto de interseccidn 
de estas rectas. Ahora vamos a obtener las ecuaciones paramktricas 
del lugar geom6trico de P ( x  , y)  , usando 0 como par6metro. De 10s 
trihngulos recthngulos OCD y OBE , tenemos 

- - 
x = OD = OC sec 0 = a sec 0 

Y y = D P = B E = O B t g 0 = b t g 8 .  

Por tanto,  las ecuaciones paran16tricas del lugar geom6trico de P son 

y la ecuaci6n rectangular puede hallarsle fficilmente y es (vdase el 
ejemplo 1 del Articulo 90) 

Por tanto,  las ecuaciones ( 6 )  son una representaci6n parnmCtrica de 
la hipbrbola ( 7 ) .  El par6metro 0 se llama dngulo excCntrico del 
punto P ,  y el circulo de radio a se llama circztlo auxiliar de la 
hipbrbola. 

93. La cicloide. Sea P un punto cuya posi ci6n sea fija con rela- 
ci6n a una curva C. Si la curva C rueda, sin resbalar, sobre una 
curva fija C ' ,  el lugar geombtrico dcscrito por el punto P se llama 
ruleta.  

Un caso importante de ruleta es la curva llamada cicloide. Una 
cicloide es el lugar geom6trico descrito por cualquier punto fijo de 
una circunferencia que rueda, sin resbalar, sobre una recta fija. 
Deduciremos las ecuaciones parametricas de la cicloide tomando la 
recta fija como eje X y una de las posiciolles del punto m6vil sobre 
el eje X como origen. Sea P ( x ,  y)  un punto cualquiera del lugar 
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geom6tric0, a el radio y C el centro de la circunferencia que rueda , 
como se indica en la figura 129. Tomaremos como parhmetro el Bngu- 
lo 0 que gira la circunferencia a1 rodar partiendo de su posici6n inicial 
en el origen . Sean A y B , respectivamente , 10s pies de las perpen- 
diculares bajadas de P y C a1 eje X .  Tracemos P D  perpendicular 

Fig. 129 

a BC. Como la circunferencia rueda , sin resbalar , desde 0 hnsta B , 
tenemos - 

OR = arco PB. 
Si 4 se mide en mdianes , tenemos (Apendice IC , 4 )  

arco PB = a @ .  

Por tanto,  dc la figura 129, 
-- - -- 

z = O A = O B - - A B = a O - P D = a B - a s e n 0 ,  
- - - -  

y =  A P =  B D =  B C - D C = a - a c o s 0 ,  

de manera que 12s ecuaciones paramktricas de la cicloide son 

x=a(O-sene), y = a ( l - c o s f ? ) .  ( 1 )  

Por el m6todo empleado en el ejemplo del Articulo 91 ,  podemos 
demostrar que la ecuacidn rectangular de la cicloide (1) es 

z = a arc cos '3 V' 2ay - y 2 ,  a ( 2 )  

en donde debe tomarse el signo positivo o el negativo seglin q u e  0 
sea menor o mayor que n: radianes ea el arco comprendido entre 
~ = O Y O = ~ K .  

El  punto medio H de cusllquier arco de la cicloide se llama ve'rtice 
del arco. Aquella porcidn OE de la recta fija comprendida entre 10s 
puntos extremos de un arco se llama base del arco ; su longitud es , 
L.hm.nn. - 18. 
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evidentemente, igual a ?nu, que es la loagitud de la circunferencia 
generatriz. Cada extremo de un arco , tal como 0 y E , se llama 
piw o chspide. 

A la cicloide tambiin se le da a veces el nombxe de braquisrocrona o curva 
del m i s  r lp ido descenso. porque, si se invierte la curva de la figura 129, se 
puede demostrar que es el recorrido descrito por una particula que cae desde un 
punto  dado a o t ro  en el interval0 de tiempo minimo. Ademas. si se sueltan dos 
particulas simultineamente desde dos puntos cualesquiera del arco invertido de 
una cicloide, Ilecr,arin ambas a1 punto  mis bajo (el virtice) al mismo tiempo. 

La cicloide es un caso especial de la ruleta conocida con el nombre de trocoide. 
que es el lugar geometric0 descrito por un punto  de un radio fi jo de una circun- 
ferrncia que rueda, sin resbalar, sobre una recta. Si el punto generador 
P ( x ,  y) esti a una distancia b del centro del ciriulo rodante de radio a, si una 
posici6n del radio f i jo  es a lo largo del eje Y,  y si la recta fija se toma como el 
eje X, puede demostrarse que las ecuaciones paramitricas de la trocoide son 

x = a0 - b sen 0 ,  y = a - b cos 0 .  (3) 

St dice de la  trocoide qoe es una cicloide acorrada o alargada segGn que 

Para b = a ,  las ecuaciones (3) se reducen a las ecuaciones paramdtricas (1) de la 
cicloide. 

94. 
ruletas 

:loide e hipocicloide. Ahora consideremos 
que difieren de la cicloide en que la curva fija es 

dos tipos de 
una circunfe- 

Fig.  130 

rencia en vez de una recta. Estas curvas, Ilamadas epicicloide e 
hipocicloide, son importantes en el diseiio de dientes de engranajes. 
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Una epicicloide es el lugar geombtrico descrito por un punto fijo 
cualquiera de una circunferencia que rueda cxteriormente, sin resbalar, 
sobre una circunferencia fija . Deduciremos las ecuaciones paramhtri- 
cas de la epicicloide en el caso en que la circunferencia fija tenga su 
centro en el origen y una posici6n del punto que describe la curva esth 
sobre la parte positiva del eje S y sobre la circunferencia fija. Sea 
P ( z ,  y )  un punto cualquiera del lugar geomCt~ico ; sean a y b ,  res- 
pectivamente, 10s radios de las circunferencias fija y rodante, y sea 
C el centro de la circunferencia rodante o generatriz , como se ve en la 
figura 130. Tomaremos como parAinetro el Bngulo 8 que forma la recta 
de 10s centros OC con la parte positiva del eje X .  Sea A el punto 
sobre el eje X que representa la posicijn inicial del punto P que dcs- 
cribe Is curvs , y sea B el punto de tangencin de las dos circunfercn- 
cias. Desde C y P bajemos las perpendiculares CD y PE, respec- 
tivamente , a1 eje X I  y tracemos PF perpendicular a CD.  Llamemor 
4 a1 Bngulo OCP y fi a1 Bngulo PCF. Consideraremos ambos Bngu- 
10s 4 y 6 medidos en radianes . 

Como la circunferencia generatriz rueda , sin resbalar , de A a B , 
tenemos 

arco AB = arco P B  , 
o sea, 

a a n + b 
Por tanto,  + = - - 6  y 8 + 4 = 6 + - 6 = -  

b b b e .  T e n e i l l o s ,  

Por tsnt,o , 

a + b  - - cos (9  + 4J) = -. cos - 
b 6 ,  

cos B = cos (6 + 4~ - 2-) 2 c o s ( ~  2 - 1 6 + 4 1 ) 
P. sen ( e  ++)  =sen- a + b @ .  

b 
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Para las coordenadas (2, y ) del punto P , tenemos : 

z = % = ~ + ~ = 6 ~ + @ = ~ c o s 0 + ~ s e n f i  

a + b  = (a 4- b) cos 0 - b cos - 
b O 1  

de manera que las ecuaciones parametricas de la epicicloide son 

z = ( a  + b) cos 0 - b cos 
( 1  

y = ( a +  b) sen 0 - bsen - 

Cada punto de la epicicloide que est i  sobre la circunferencia fija , 
tales como A y G ,  es un pico; la porci6n de curva comprendida entre 
dos picos sucesivos se llama arco. El ndmero de picos y arcos depende 
de las magnitudes relativas de 10s radios a y b.  Sea r In razOn de 
a a b ,  de manera que a = rb. Si r es un ndmero entero, la epici- 
cloide seri , evidentemente , una curva cerrada que tiene exactamente 
r picos y r arcos ; se dice entonces que la curva es una epicicloide de r 
picos. Si r no es un ndmero entero pero es racional , el punto traza- 
dor P dar8 la vuelta en torno de la circunferencia fija dos o m8s veces 
antes de regrevar a1 punto de partida A ; en este caso , 10s arcos de la 
curvn de diferentes circuitos se cortardn. Si r es irrational , el punto 
trazador no regresa exactamente a1 punto de partida. 

Cuando a = b , de manera que r = 1 , tenemos la epicicloide de un 
pic0 o cardioide (v6ase el ejemplo 1 del Articulo 82 y el ejercicio 21 
del grupo 41,  Articulo 88) .  De las ecuaciones (1 )  se deducen las 
siguientes ecuaciones param6tricas de la cardioide : 

z = 2a cos 0 - a c o s 2 0 ,  y = 2asen 0 - a  sen 20.  ( 2 )  

Una hipocicloide es el lugar geometric0 de un punto fijo cualquiera 
de una circunferencia que rueda interiormente, sin resbalar , sobre otra 
circunferencia fija. Por un procedimiento semejante a1 empleado para 
la epicicloide, podemos demostrar que las ecuaciones parametricas de la 
hipocicloide son 
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en donde a y b pon, respectivamente, 10s radios de las circunf?ren- 
cias fija y rodante, y el parsmetro 0 es el 6ngulo que la recta de 10s 
centros OC forma con la parte positiva del eje X ,  tal como puede 
verse en la figura 131. El lector debe observar que las ecuaciones 
paratnCtricas (3 )  de la hipocicloide pueden obtenerse reemplazando 
b por - b en las ecliaciones paramdtricas (1  ) de la epicicloide . 

Fig. 131 

Sea r la raz6n de a a b , de mod0 que a = r b .  Si r es un nlimero 
ent,ero , tenemos una hipocicloide de r picos . La hipocicloide de cuatro 
picos est6 representada en la figura 131 ; esta curva se llama tambign 
astroide . Las ecuaciones parametricas de la astroide pueden simplifi- 

a 
carse de manera que tomen una forma muy simple. Asf , para b = - , 4 
las ecuaciones parametricas (3)  se convierten en 

3a u 
x = - c o s 0  +-cos30 ,  4 4 

3a a y = - s e n @ - -  
4 

sen 30. 

Si en estas ecuaciones sustituimos 10s valores de cos 30 y sen 30 dados 
por las identidades trigonomdtricas 

cos 30 = 4 cos8 0 - 3 cos 8 ,  

sen 30 = 3 sen 0 - 4 sen3 0 ,  
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obtenemos la forma simplificada de las ecuaciones parametricas de la 
astroide , 

z = a cos3 6 , y = a sen3 6 ,  ( 4 )  

Si tomamos la potencia dos tercios de ambos miembros de cada una de 
las ecuaciones ( 4 )  y sumamos , obtenemos como ecuaci6n rectangular 
de la hipncicloide de cuatro picos 

EJERCICIOS. Grupo 43 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. De las ecuaciones paramitricas ( 2 )  del Articulo 92 ,  demostrar que el 
t iempo en el cual alcanza el proyectil su altura mixima esti  dado por  

v o  sen a t = ------. 
9 

2. Si se conocen 10s ejes mayor y menor de una elipse, hallar un  metodo 
para construir  cualquier pun to  P  de la elipse conociendo su ingu lo  excintrico.  

3. Dados el centro y el eje mayor de una elipse, hallar un  procedimiento 
para construir  el i ngu lo  excintrico de cualquier pun to  dado P de la elipse. 

4. Sean P I  y P ,  puntos  extremos de dos diimetros conjugados de un3 
elipse (viase el ejercicio 25 del g rupo  29, Art .  6 3 ) .  Demostrar que 10s ingulos  
excintricos de P I  y Pa difieren en 90' 6 270'. 

5. Obtener las ecuaciones parametricas ( 6 )  del Articulo 92 para una hiper- 
bola, empleando una construcci6n en que b > a. 

6. Sea I una recta dirigida hacia arriba,  y sean a y 0, respectivamente, 
10s i ngu los  formados por  I y las partes positivas de lo$ ejes X y Y (vet el ejer- 
.cicio 19 del g rupo  14. Ar t .  3 7 ) .  Si  1 n o  es paralela a n inguno de 10s ejes coor- 
denados y contiene a1 p u n t o  f i j o  P l ( x 1 ,  y l ) ,  puede demostrarse que (vet  el 
ejercicio 21 del grupo 14, Ar t .  37)  la ecuacion de I puede escribirse en la forma 

x - X I  - Y  - Y l .  
cos a cos B 

D e  aqui ,  demostrar que una representaci6n paramhtrica de la recta I es t i  
dada por  

x  = x l  + t cos a, y  = yl + r cos B.  

en donde el parimetro r representa la distancia variable del p u n t o  f i j o  
P l ( x l ,  ~ 1 )  a cualquier pun to  P( .K,  Y)  sobre I. 

7. Discutir  la recta cuyas ecuaciones param:tricas son 

en donde el parimetro t tiene ei significado establecido en el ejercicio 6 .  
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5 8. Una recta cuya pendiente es - - pasa por el punto  (2, - 1 ) .  Hallar 
12 

sus ecuaciones paramitricas en la forma dada en el ejercicio 6. 
9.  Demostrar la ecuacidn rectangular (2) de la cicloide dada en el A t -  

ticulo 93. 
1 0 .  Si 10s ejes coordenados son trasladados de tal manera que el nuevo ori-  

gen sea el virtice H de la cicloide de la figura 129 del Articulo 93, demuistrese 
que !as ecuaciones paramhtricas de la cicloide con respecto a 10s nuevos ejes estin 
dadas por 

x = a ( B - X - s e n e ) ,  y = - a ( l + c o s B ) .  

11. Trazar  la cicloide del ejercicio 10 cuando a = 2. 
12. Deducir las ecuaciones paramCtricas (3) de la trocoide dadas en el Ar-  

ticulo 93. 
1 3 .  Obtener la ecuacidn rectangular de la trocoide a partir  de las ecuaciones 

paramitricas (3) del Articulo 93. 
14. Trazar  la trocoide del ejercicio 12 cuando a = 2 y b = 3. 
1 5 .  Trazar  la epicicloide a partir  de sus ecuaciones paramitricas (1) del 

Articulo 94 cuando a = 3b. 
16. Deducir las ecuaciones paramitricas (2) de la cardioide, dadas en el 

Articulo 94, directamente a partir de una figura. 
17. Deducir las ecuaciones paramhtricas (3) de la hipocicloide, directamente 

de la figura 131. 
18. Trazar  la hipocicloide a partir  de sus ecuaciones paramitricas (3) del 

Articulo 94 cuando a = 3b. 
19. Demostrar, analiticamente, que cuando a = 2b la hipocicloide (3) del 

Articulo 94 representa un di imetro  de la circunferencia fija. 
20 .  Si un hilo enrollado alrededor de una circunferencia fija se desenrolla 

manteniindolo tirante en el plano de la circunferencia, cualquier punto  f i jo  del 
hilo traza una curva llamada euoluente de la circunferencia. Hallar las ecuacio- 
nes paramitricas de la evolvente de la circunferencia x 2  + y2 = a Z  bajo las si- 
guientes condiciones: Si P es un pun to  cualquiera del lugar geomhtrico, sea el 
punto  A (a. 0) su posicidn inicial, y para cualquiera otra posicibn, sea T 
el punto  de contact0 de la tangente PT a la circunferencia. T6mese el i ngu lo  
A O T  = 0 como parimetro.  

95. Resolucibn de problemas de lugares geometricos por el metodo 
parametrico. Para ciertos lugares geom6tricos del tip0 de curvas lla- 
madas ruletas , hallamos que su representaci6n parametrica es preferi- 
ble a su representaci6n rectangular. Para muchas curvas, sin embargo, 
la ecuaci6n rectangular es m4s deseable, pero esta ecuaci6n puede deter-- 
minarse a veces mSs convenientemente obteniendo primer0 las ecuacio- 
nes parametricas a partir de las condiciones que el lugar geometrico debe 
satisfacer. Est.0 requiere la introducci6n de un parsmetro, o posible- 
rnente de dns o m6s parsmetros , que deben eliminarse posteriormente. 
A este respecto, 10s parhmetros son incidentales en la determinaci6n de 
la ecuaci6n rectangular y por esto se llaman a veces variables auziliares . 
E l  lector debe notar que si se introducen n parsmetros, es necesario 
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tener n + 1 ecuaciones para efectuar su climinacihn y obtener la ecua- 
ci6n rectangular buscada. Si la ecuaci6n rectangular de un lugar geo- 
mbtrico se obtiene mediante la introdncci6n de uno o m6s parAmetros, 
se suele decir que la resoluci6n se ha efectuado por el mdtodo paramdtrico. 

E j e m p l o  1. Hallar  la ecuaci6n del lugar  geomi t r ico  del p u n t o  de intersec- 
ci6n de dos  rectas perpendiculares cualesquiera tangentes ambas a la elipse 

b'x' + a'ya = a' ba.  

S o l u c i o n .  Supongamos  que  el p u n t o  P ( x ,  y )  ( f ig .  132) representa u n  
p u n t o  cualquiera del lugar  geomftr ico.  C o m o  las rertas son  perpendiculares 

F i g .  132 

1 entre s i ,  podemos representar sus pendientes p o r  rn y - -, siendo la variable rn 
rn 

el parametro.  P o r  el teorema 5 del A r t i c u l o  63 las ecuaciones de las tangentes s o n  

y = rnx + d a s r n a +  ba 

Para  obtener la ecuaci6n rectangular requerida del lugar  geomi t r ico  de P, debe- 
mos  el iminar el paramet ro  rn entre estas dos  ecuaciones. P a r a  esto,  las  escribi- 
remos en las formas  

y - r n x = . t d a 1 r n 2 + b 1 ,  

E levando a1 cuadrado ambos  miembros de cada una de estas ecuaciones, y su-  
mando,  obtenemos 

ya + rna x 2  + ma ya + x' = a' ma  + b' + a 2  + h 2 m a .  
de donde  

(ma + 1)  ( x 2  + ya) = (n12 + 1) (aa + b 2 ) .  
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Como m ' +  1 1 0 ,  podemos dividir  por este factor. Esto nos da la ecaaci6n 
rectangular del lugar geomitrico, 

x a  + y2 = aa + ba,  

llamado circulo director de la elipse. 

E n  este ejemplo se ha obtenido la soluci6n introduciendo un solo 
padmetro. El ejemplo siguiente rnuestra un problema de lugar geo- 
me t r i c~  en el cual se introducen varios parhmetros. 

Ejempio 2. Una recta 1 pasa por el punto  f i jo  P I  ( -  1. - 3) y corta a la 
recta 1 1 ; 3 x + 2 y  - 6 = O ,  en el punto  A ,  y a la recta 1 2 :  y - 3 = O ,  en el 
punto  B .  Hallar la ecuaci6n del lugar geomitrico del punto  medio del segmento 
de recta A B  a medida que la recta 1 gira en torno del punto  P I .  

Solucidn. Sea P ( x ,  y)  (fig.  133) un punto cualquiera del lugar geomi- 
trico, y Sean (x', yl)  y (XI'. 3) las coordenadas de 10s puntos  A y B, respec- 
tivamente. Hemos introducido asi tres parametros, x', y' y x"; su eliminaci6n 
requiere. por lo tanto ,  cuatro relacio- 
nes. Dos  de estas relaciones pueden cb -  
tenerse partiendo del hecho de que P es .? 
el punto  medio del segmento A B ;  es- 
tas son 

- XI + x" 
d /(zr;3) 

(1) 
12 

2 ' 

Y' + 3 (2) 
= 2' 

= X 

Como el punto  A es t i  sobre la recta 11, 
tenemos una tercera relacijn escribiendo ?(-I,- 
que sus coordenadas verifican la ecua- 
ci6n de la recta: 

Fig .  133 

Como 10s puntos  A,, B y P I  son colineales, tenemos, escribiendo que las pen- 
dientes de A P 1  y B P I  son iguales, la cuarta relacibn: 

Susti tuyendo tste valor de y1 en la ecuaci6n ( 3 ) ,  tenemos 

Sustituyendo este valor de x1 en la ecuaci6n ( I ) ,  resulta 
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Si susti tuimos estos valores de x:, y1 y x" en la ecuaci6n ( 4 ) ,  obtenemos 

la cual, despuCs de simplificarla, nos da la ecuaci6n buscada 

que representa una hiperbola. E l  estudiante debe trazar la grifica correspon- 
diente de este lugar geomitrico. 

Un tip0 interesante de curvas, cuya ecuaci6n se obtienc m8s f8ciI- 
mente mediante el metodo parametrico, son ]as llamadas podarias o 
curvas pedales, definidas de la siguiente manera : si desde un punto 
fijo Q se trazan perpendiculares a las tangentes a una curva C ,  el 
lugar geomktrico de 10s pies de las perpendiculares es otra curva Ila- 
mada podaria de la curva C con respecto a1 punto Q .  

Ejemplo  3. Hallar la ecuaci6n de la podaria de una parabola con respecto 
al vertice. 

Solucidn. El  problema no pierde generalidad si tomamos la forma can6nica 
de la ecuacion de la parabola. y2 = 4px. Sea P ( x ,  y )  (fig.  134) un punto  

cualquiera del lugar geomitrico. Por  el 
Y teorema 5 del Articulo 57, la ecuaci6n de 

la tangente de pendiente m a la parabola 
y2 = 4px es 

y = m x  + E ,  m # 0. (5) 
m 

For  ser O P  perpendicular a la tangente (5). 
su ecuacidn es 

1 y = - - x .  
m (6) 

La ecuaci6n rectangular de la podaria se 
obtiene eliminando el pat imetro  m  entre 
las ecuaciones (5) y (6) . Para ello. de la 

ecuaci6n (6) se obtiene rn = - 5. valor 
Y  

que susti tuido en la ecuaci6n (5) nos da: 

' I 

Fig.  134 

Despejando y a  obtenemos la ecuaci6n rectangular buscada 

x 3  

y z  = - x p p '  

que representa una cisoide con asintota x = - p. (Viase el ejemplo 1 del Ar-  
ticulo 19 y el ejercicio 6 del grupo 41. Art .  88.) 
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E JERCICIOS . Grupo 44 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la ecuacidn del lugar geomitrico formado por 10s puntos de 
interseccion de dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la circunferencia 
A' + y2 = a2. 

2. Hallar la ecuaci6n del lugar geomitrico de 10s puntos de interseccion de 
dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la parabola ya = 4 p x .  

3. Hallar la ecuacidn del lugar geomitrico de 10s puntos de intersecci6n de 
dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la hipirbola 

4. Por  el punto  f i j o  A  (- a ,  0) de la circunferencia x 2  + ya = aa se 
traza una cuerda cualquiera A B .  Hallar la ecuaci6n del lugar geomitrico del 
punto  rnedio de A B .  

5. P o r  el punto  f i jo  A  ( -  a ,  0) de la elipse b 2 x a  + a a y a  = a 2 b 2 ,  se 
traza una cuerda cualquiera A B .  Hallar la rcuacion del lugar geornitrico del 
punto  rnedio de A B .  

6. Una recta 1 pasa por el origen y corta a las rectas 

en 10s puntos A  y B ,  respcctivarnente. Hallar la ecuaci6n del lugar geomitrico 
descrito por el punto  medio del segmento A B  a medida que la recta 1 gira en 
torno del origen. 

7. U n  segmento A B  de longitud constante I  se mueve de tal rnanera que 
su extremo A permanece siempre sobre el eje X y su extremo B  siempre sobre 
el eje Y. Hallar la ecuaci6n del lugar geomitrico descrito por un pun to  f i jo  P  - - 
sobre A B  tal que la raz6n AP : BP es igual a k. 

8. Hallar la ecuacion de la podaria de la parabola y2 = 4 p x  con respecto 
al foco. 

9. Hallar la ecuaci6n de la podaria de la elipse b a x 2  + a2  y" aaab2  con 
respecto a su centro. 

10. Demostrar,  analiticamente, que una circunferencia es su propia curva 
podaria con respecto al centro. 

11. Hallar la ecuaci6n de la podaria de la hipirbola b2x2  - a z y z  = a262 
con respecto a su centro. 

12. Demostrar que si en el ejercicio 11 la hipirbola es equilitera, la podaria 
es una lemniscata. (VCase el ejemplo 2 del Art .  82.) 

13. Desde uno de 10s focos de una elipse, se traza una recta 1 1  perpendicu- 
lar a cualquiera de sus tangentes, y por el centro se traza una recta 1 2  que pase 
por el punto  de contacto. Demostrar, analiticamente, que el lugar geomitrico 
de la intersecci6n de 1 1  y 1 2  es la directriz correspondiente. 

14. Establecer y demostrar el teorema correspondiente a1 del ejercicio 13 
para la hipirbola.  

15. Hallar la ecuaci6n del lugar geomCtriso de 10s puntos de interseccidn de 
dos tangentes cualesquiera a la paribola y 2  = 4 p x ,  tales que el product0 de sus 
pendientes sea igual a una constante k. 

16. Resolver el ejercicio 15 para la elipse b 2 x 2  + a2 ya = a 2 b 7 .  
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17. Hal la r  la ecuacidn del lugar  geornetrico de 10s p u n t o s  de intersection de 
dos  tangentes cualesquiera a la parabola y2 = 4px tales q u e  forrnen un  i n g u l o  
de 45 grados.  

18 .  Hal la r  la ecuacion de la podaria de la elipse b2 x2 + a2 ya = a2 b 2  con  
respecto a u n  foco.  

19. H a l l a r  la ecnacion de la  podaria d~ la h ipf rbola  b2xZ - aayZ = a2 ba 
con  respecto a u n  foco. 

20 .  Demost ra r  q u e  la podaria de la circunferencia xa  + y2 + 4x = 0 con 
respecto al  origen es una  cardioide. (Viase  el e jemplo  1 del A r t .  S!.) 



CAPITULO XI1 

CURVAS PLANAS DE GRAD0 SUPERIOR 

96. Clasificacion de funciones. Si en el curso de un discusi6n par- 
ticular empleamos un sirnbolo, digamos z, a1 que se le pueden asignar 
valores diferentes, decimos que este simbolo es una variable, y a la 
totalidad de 10s valores que puede tomar le llamamos intervalo de 
variacidn de la variable. A d ,  la ecuaci6n de la circunferencia 

conticne las dos variables z y y , a cada una de las cuales se le pueden 
asignar todos 10s valores reales desde - 1 hasta + 1 inclusive. El 
intervalo de variaci6n de la variable x , por ejemplo , se expresa cn- 
t,onces por la relaci6n 

- 15x51. 

Seg6n vimos, una ecuaci6n en dos variables representa una corres- 
pondencia definida de valores entre esas dos variables (Arts. 14, 23). 
Nos referimos a tal correspondencia como a una relacidn fu.nciona1. 
Para mayor precisi6n , establezcamos la siguiente 

DEFINICI~N.  Si dos variables, x y y , est&n relacionadas de tal 
manera que para cada valor asignado a la x dentro de su intervalo, 
quedan determinados uno o m6s valores correspondientes de y , se dice 
que y es una fiincidn de x .  

Las funciones se clasifican de muchas maneras de acuerdo con sus 
diversas propiedades y caracterlsticas. Para nuestros fines inmediatos , 
sin embargo, sera suficiente dividir todas las funciones en dos clasea 
generales : funciones algebraicas y trascendentes . Para comprender 
esta clasificaci6n necesitlmos agregar algunas definiciones . 

Una fitrrcidn racional entera de x es una funci6n de la forma 

a0 Z" + ax %"-I + a* x " - ~  + . . . + &-I X + an ,  
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en donde TL es un enter0 positivo, o cera, y ao , a1 , . . . , an son 
constantes cualesquiera . Ordinariamente nos referimos a una funci6n 
de tal naturaleza como un polinomio en x . En particular, si ao # 0 ,  
sc dice que la funci6n o polinomio es de grado n .  

Una funciEn racional de x es el cociente de una funci6n racional 
entera de x por otra que sea diferente de cero . Asl, si f 1 (x) y f~ (z) 
son ambas funciones racionales enteras, si f z (r) es diferente de 
cero , y 

mtonces R (x) es una funci6n racional de x. 
Consideremos shora Is ecuacidn 

en donde m es un entero positivo y Rt (x) , Rz (x) , . . . , Rn (x) son 
funciones racionales de x .  Si la relaci6n entre dos variables x y y es 
de la forma dada por la ecuaci6n (2), o puede hacerse que tome tal 
forma, entonces se dice que y es una funcidn algebraica de x. Asi, 
cada una de las ecuaciones 

definen a y como una funcidn algebraica de x. 
Todas la3 funciones que no son algebraicas se llaman funciones Iras- 

cendentes . Las funciones trigonom6tricas , logarltrnicaa y exponencia- 
l e ~  son ejemplos de tales funciones. Asi , cads una de las ecuaciones 
y = sen x , y = log x y yex2 = 1 definen a y como una funci6n tras- 
cendente de x .  

97. Clasificaci6n de las curvas planas. Cuando una eurva plana 
estA representada analiticamente por una ecuaci6n con dos variables, 
esa ecuaci6n , como acabamos de ver , expresa una relaci6n funcional 
entre lao dos variables. Decimos que una curva plana es algebraica o 
trascendente seglin que la relaci6n funcional expresada por su ecuaci6n 
sea algebraica o trsscendente . 

Se acostumbra hacer una posterior clasificacidn de las curvas 
planas. La ecuacidn de una recta, 

es de primer grado en x y y , y la ecuacih de una ccinica , 
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es de segundo grado en x y y . Si la ecuaci6n de un lugar geom6trico 
no puede escribirse en ninguna de las forrrlas ( 1 )  y ( 2 ) ,  la curva 
correspondiente se dice que es una curva plann de grado s~cperior .  

Se sigue, de esto , que las curvas plsnas de grado superior in- 
cluyen todas las curvas trascendentes y tvdas las curvas nlgebraicas 
de grad0 superior a dos. No incluirenlos, sin embargo, entre las 
curvas planas superiores , a aquellas cuyas ecuaciones , escritas en la 
forma de un polinomio igualado a cero , son tales que el primer miem- 
bro se pueda descomponer en dos o mas factores entre 1a.s variables, 
de las formas dadas pol las ecuaciones ( 1 )  y ( 2 )  anteriores (v6ase el 
Art.  20). Asi , la ecuaci6n 

es de cuarto grado en las variables x  y y , per0 la curva que represents 
no sera considerada como una curva plana superior porque la ecuaci6n 
puede escribirse en la forma equivalente 

Como el ndmero de curvas planas superiores es ilimitado , se hace 
necesario hacer una eeleccidn de las que van a estudiarse, Hay varias 
razones para hacer un estudio particular de una curva plana superior. 
Las principales entre estas razones se refieren a la importancia que 
tenga en Matematicas superiores, a su carhcter hist6rico y a sus 
aplicaciones prhcticas . Tales consideracionw fueron las que sirvieron 
para llacer la selecci6n de las curvas planas superiores estudiadas en 
eate capitulo . 

98. Algunas curvas planas superiores algebraicas. En este ar- 
ticulo, vamos a estudiar varios tipos de curvas planas algebraicas 
de grado superior. 

a )  Curvas pol inomias.  Si en la ecuacidn 

Y = a0 xn + a1 xn-I + . . . + a a - ~  x  + a,, ( 1 )  

el segundo miembro j ( x )  es una funci6n racional entera de x  con 
coeficientes reales, el lugar geomdtrico que representa se llama una 
curva pol inomia.  Para n = 1  , el lugar geombtrico es una recta ; para 
n = 2 ,  el lugar geom6trico es una parabola. Aqul consideraremos 
solamente eurvas polinomias aquellas para las cuales n 2 3 ; 10s lugares 
geom6tricos correspondientes son entonces curvas planas superiores. 

Las curvas polinomias se trazan convenientemente determinando 
primer0 aquellos mlores de x  para 10s cuales y es igual a cero. Cada 
valor de x de esta ciase se llama un cero del polinomio j (x) represen- 
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tad0 por el segundo miembro de la ecuaci6n ( I )  ; tambibn se le conoce 
con el nombre de raiz de la ecuaci6n j (2) = 0 .  Grbficamente , cada 
rafz real diferente , digamos a ,  represents la abscisa de un punto de 
intersecci6n de la curva con el eje X .  Se demuestra en Anhlisis mate- 
mbtico que la funci6n polinomia j (x) es continua ; grhficamente, esto 
significa que el lugar geom6trico es una curva continua. 

Ejemplo. T r a z a r  la  curva  p o l i n o m i a  cuya  ecuaci6n es 

y = x 4  - 4 x a  - 3xa + 14x - 8. (2 )  

Solucibn. P o r  10s m i t o d o s  d e  la  teoria  de ecuaciones deI Algebra ,  se ha l l a  
q u e  10s ceros del  segundo  m i e m b r o  de la  ecuaci6n (2 )  s o n  - 2 ,  1, 1, 4. P o r  
t a n t o ,  podernos escr ibir  la ecuaci6n (2) en la  f o r m a  

y = ( x + 2 )  ( x -  l ) a  ( x - 4 ) .  (3)  

L a s  intersecciones de la curva  c o n  el eje X s o n  10s p u n t o s  de abscisas - 2 ,  1  
y 4. C o ~ n o  u n  e j e m p l o  del  m e t o d o  a  segu i r  pa ra  ob tener  el s i g n o  d e  y para  
valores  de x c o m p r e n d i d o s  en t re  las  intersecciones,  l o  de te rminaremos  para  va lo -  
res de x comprend idos  en t re  - 2 y 1. Sea x = - 1,  u n  va lo r  c o m p r e n d i d o  
en t re  - 2 y 1. P a r a  este v a l o r  de x .  10s s ignos  de 10s factores  de l  segundo  
m i e m b r o  d e  la ecuaci6n (3)  son  +, + y -, respect ivamente;  p o r  t a n t o ,  s u  
p r o d u c t 0  y es  nega t ivo ,  l o  q u e  indica q u e  la  cilrva esta a b a j o  del  eje X para  
valores  de x c o m p r e n d i d o s  en t re  - 2 y 1. A n i l o g a m e n t e ,  podemos  d e m o s t r a r  
q u e  en t re  las  intersecciones 1 y  4 la curva  t a m b i i n  esta aba jo  del  eje X.  E l  

F i g .  135 

m i s m o  proced imien to  se s igue para valores  n o  c o m p r e n d i d o s  e n t r e  10s in te rva los  
pe ro  i n c l u i d o s  p o r  las intersecciones. A s i ,  pa ra  x < - 2, y para  x > 4 ,  la 
ecuacidn (3) mues t ra  q u e  y es p o s i t i v a :  luego ,  e n  estas regiones, la  curva  esta  
sobre  el e je  X. 

D e s p u i s  d e  hacer esta invest igacibn p r e l i m i n a r ,  conv iene ,  genera lmente .  
oh tener  l a s  coordenadas de a l g u n o s  p u n t o s  de la c u r v a ,  con  el  f i n  dc ob tener  u n a  
grdfica adecuada.  E s t o  puede  hacerse conven ien temente  u t i l i z a n d o  10s m i t o d o s  
es tud iados  e n  Algcbra  pa ra  ha l l a r  el v a l o r  n u m i r i c o  de u n  p o l i n o m i o .  L a  g r i -  
fica d e  la  ecuacidn (2) aparece en  la f i g u r a  135. 

NQTA.  C o m o  10s coeficientes  de la  ecuacidn (1)  s o n  reales, cualesquiera 
raices comple jas  de f ( x )  = O  deben  o c u r r i r  e n  pares  c o n j u g a d o s ;  entonces n o  h a y  
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intersecciones correspondientes con el eje X. Pero para cada raiz real diferente. 
y para cada grupo de un numero impar  de raices reales repetidas, el lugar geo- 
mitxico corta a1 eje X.  TambiCn para cada grupo de un numero par de taices 
reales iguales, cada una igual a ,  digamos a,  la cutva no corta a1 eje X,  pero es 
tangente a 61 en el punto  ( a ,  0) : esto es t i  ilustrado en la curva de la figura 135. 

b)  Curvas potenciales . La ecuaci6n 

y = a z n ,  a # O ,  

en donde n es una constante arbitraria o parhmetro, representa una 
familia de curvas llamadas curuas potenciales. En particular, si n es 
positivo, se dice que las curvas de la familia (4) son del tipo parabd- 

Fig .  136 

lico; y si n es negativo, se dice que son del tip0 hiperbdlico. Asi, 
si n = 2 ,  la ecuacibn (4) representa una parhbola , y si n = - 1 , 
representa una hipCrbola equilhtera . 

Hemos considerado ya algunos casos especiales de la familia (4 ) .  
Asl , para n = 0 y 1,  tenemos lineas rectas ; para n = 2 ,  una par&- 
bola ; para n = % , una rama de una parhbola ; para n = 3 ,  la pa- 
rhbola c6biua ; para n = %,  una parhbola semic6bica , y para n = %,  
una rama de una partibola semic6bica. Algunas de estas curvas del 
tip0 parab6lico se hen trazado en la figura 136(a), en donde a se tomr 
igual a la unidad . Otras , del tipo hiperb6lico , aparecen en la figu- 
ra 136 (b) , en donde n se toma tambi6n igual a la unidad . 

Las curvas potenciales tienen origen diverso. Por ejemplo , en la 
teoria de 10s gases, tenemos las curvas representadas por la ecuaci6n 
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en donde p es la presi6n y v es el volumen de un gas, y n y k sou 
constanks. En particular, si n = 1 ,  t~nemos la relaci6n conocida 
como ley de Boyle. 

c) Curua de Agnesi. Entre las curvas algebraicas de inter& his- 
t6rico estA la curva de Agnesi o la bruja. Esta curva es el lugar 
geom6trico de un punto P obtenido como sigue. Sea OA (fig. 137)  
un ditimetro de un clrculo y t su tangente en A .  Desde 0 tracemos 
una recta cualquiera 1 y Bean B y C sus puntos de intersecci6n con 
la circunferencia y la recta t . Por B trnr:emos una recta perpendicular 
a OA y por C tracemos otra recta paralela a OA ; sea P el punto de 

Fig. 137 

intersecci6n de estas dos rectas. La curva de Agnesi es el lugclr geom6- 
trico que describe el punto P a medida que 1 gira en torno de 0 .  

Para obtener la ecuaci6n de la curva de Agnesi , tomemos el punto 
0 como origen y el didmetro OA a lo largo del eje Y.  La construc- 
ci6n del punto P (2, y )  es como aparece en la figura 137.  Sean D y E 
10s pies de las perpendiculares trazadas de B a OA y de C a1 eje X , 
respectivamente. Sea 8 el hngulo que 1[ forma con la parte positiva 
del eje X .  Como 8 varia a medida que 1 gira alrededor de 0 ,  lo 
emplearemos como parhmetro . Tracemos la recta AB . Se verifica : 
Bngulo DBO = Bngulo DAB = 8 .  Sea a el radio del clrculo. Las 
coordenadas del punto P( z , y ) , ser4n : 

z = m = A C = a c t g 8 = 2 a  c t g 8 ,  

y = % = 3 = sen 8 = sen' 8 = 2a sen2 8 .  

El estudiante debe demostrar que la ecuaci6n rectangular de la curva 
de Agnesi , obtenida a partir de estas ecuaciones parametricas, es 
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La ecuacidn (5) nos dice que la curva es sim6trica con respecto a1 
eje Y y asintdt-ica a1 eje X .  El estudio oompleto de la curva se deja 
como ejercicio a1 estudiante. 

99. Tres famosos problemas de la antigiiedad. Tres problemas 
geom6tricos se hicieron famosos por 10s vanos esfuerzos que hicieron 10s 
antiguos matem4ticos griegos para resolverlos utilizando solamente la 
regla y el compbs. Estos problemas son 

a )  La duplicacidn del cub0 . 
b )  La trisecci6n de un bngulo arbitrario . 
c )  La cuadratura del circulo. 

Modernamente se ha demostrado que la soluci6n de cualquiera de 
estos problemas es imposible por medio de la regla y el comp4s sola- 
mente . Dedicaremos este artfculo a un breve estudio de cada uno de 
estos c6lebres problemas, ligados a curvas tambiCn famosas. 

a )  Duplicaci6n del cubo. E s  t e 
problema significa la obtencidn de la 
arisea-de un cub0 cuyo volumen sea 
igual a1 doble del volumen de un cub0 
dado. Demostraremos ,en seguida que 
este problema p u  e d  e resolverse por 
medio de la curva llamada cisoide de 
Diocles . 26 I ) 

Sea C el centro y ?% = 2a (figu- 
ra 138) el di4metro fijo del cfrculo 
generador de la cisoide. Con estos 
datos y 10s ejes indicados en la figura 
la ecuacidn rectangular de la curva es 

Fig.  138 

Tracemos = 2a perpendicular a1 
eje X , y sea E el punto de interseccidn de DA con la cisoide. Tra- 
cemos F E ,  la ordenada de E .  De 10s tri4ngulos semejantes DCA y 
EFA , tenemos 
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Por ser el punto E de la cisoide , tenemos , seglin la ecuaci6n ( 1 ) , 

y sustituyendo el valor de F A  dado en la ecuaci6n ( 2 ) ,  resulta 

de donde ,' 
Sea b la arista de un cub0 dado cualquiera. Construyamos un 

segmanto de longitud c tal que 
- 

c F E  - =- 
O F '  

Entonces, de la ecuaci6n (3)  tenemos 

de donde , ca = 2b3 

Es decir, c es la arista de un cub0 cuyo volumen es el doble del 
volumen del cub0 dado de arista b .  

b) Triseccidn de un dngulo arbitrario. Si bien es posible, por 

I medio de la regla y el comp4s sola- 
mente , trisecar unos cuantos Bngulos 

1' particulares , por ejemplo , un Bngu- 
lo recto, no es posible hacerlo si se 
trata de un Bngulo cualquiera. La 
trisecciiin de cualquier Bngulo puede 
efectuarse , sin embargo, por medio 
de la concoide de Sicomedes, como 
demostraremos ahora . 

Sea AOC (fig. 139) el Bngulo que 
va a trisecarse. Por D , un punto 
cualquiera sobre el lado OC, tracenios 
la recta 1 perpendicular a1 lado OA y 
sea E su punto de intersecci6n. So- 

Fig. 139 bre OA tomemos el punto F tal que 
m=2m. 

Sea 0 el punto fijo y 1 la recta fija de una concoide construida 
como sigue (vhse  el e,jercicio 22 del grupo 41, Art. 88) .  Por 0 
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tracemos una recta cualquiera I f  y sea B el punto en que corta a I .  
Sean P  y P f  dos puntos sobre I f  a derecha e ixquierda de B ,  res- 
pectivamente , y tales que ( BP I = I BF ( = b , una constante, para 
cualquier posici6n de I f .  Se llama concoide el lugar geom6trico des- 
crito por P  y P f  . Por este m8todo , construyamos la concoide para 
la cual b = 1 EF I .  Por D tracemos una recta paralela a OA y sea 
G su punto de intersecci6n con la concoide. Tracemos OG y sea H 
su intersecci6n con 1 .  Entonces 

Angulo AOG = Aogulo AOC. 

La demostraci6n de esta construcci6n es la siguiente : Tracemos DM 
sicndo M el punto medio de HG. De la const~rucci6n de la concoide , 

- 
H C =  EF = 2 0 0 .  

Como ,I1 es el punto medio de la hipotenusa del triBngulo rccthn- 
gulo GHD es equidistante de 10s tres vhrtices , y 

D M = M G = % H G = O D .  

Por tanto, t~nemos  dos tribngulos idsceles , ODM y DMG , tales que 

Bngulo 'MOD = hngulo OMD, 

&ngulo MDG = Bngulo MGD. 

Llamemos 9 y 6 ,  respectivamente, a estos &ngulos. El  hngulo 9 
es un Bngulo exterior del trihngulo DMG ; por tanto , 

Como DG es paralela a OA , tenemos 

Sngulo AOG = Bngulo MGD = 8 .  

Por tanto,  finalmente , 
Angulo AOC = 6 + 9 = 3 8 = 3 &ngulo AOG, 

y la 'construcci611 est$ demostrada . 

c) Cuadratura del cfrculo. Este problema consiste en la cons- 
trucci6n de un cuadrado cuya &rea sea igual a la de un circulo dado. 

I I Se le conoce tambi8n como el problema de cuadrar el cfrculo ' '. El  
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lector comprenderh que la soluci6n de este problema requiere la deter- 
minaci6n de x ,  la raz6n de la circunferencia a su di8metro. En 
MatemBticas superiores se demuestra que no solamente es imposible 
resolver este problema por medio de la regla y el comp&s , sino que la 
soluci6n no puede efectuarse por medio de ninguna curva algebraica 
cuya ecuaci6n tenga coeficientes racionales . 

EJEBCICIOS. Grupo 45 

E n  cada uno de 10s ejercicios 1-3 construir la curva correspondiente a la 
ecuacion que se da.  

4. Si la funci6n polinornia general f ( x ) .  igualada a cero, tiene por  raices 
10s nhrneros complejos conjugados c + bi  y a - bi,  en que a y b son reales, 

b # 0. y i = d? ,,. demuistrese que f ( x )  tiene un factor cuadrit ico posi- 
t ivo para todos 10s valores reales de x y, por  tanto,  que no hay ningun punto  
de intersecci6n de la cqrva y = f ( x )  con el eje X. 

5. Si la funci6n polinomia general f ( x )  , igualada a cero, tiene raices 
reales de orden irnpar, igualrs cada nna a a ,  dernuistrese que la curva y = f ( x )  
corta a1 eje X en el pun to  (a.  0 ) .  

6. Si la funci6n polinornia general f ( x )  , igualada a cero, tiene raices 
reales de orden par, iguales cada una a a ,  demuistrese que la curva y = f ( x )  es 
tangente a1 eje X en el punto  (a,  0 ) .  

7. Para las curvas potenciales y=xYL, dernuistrese: a )  qne todas las cur- 
vas del t ip0 parab6lico pasan por  el pun to  (1, I )  y el origen; b )  que todas 
las curvas del t ip0  hiperb6lico son asint6ticas a 10s ejes coordenados. 

8. Dibujese la figura 136(a) del Al t iculo  98 a una escala mas grande y 

I 4, 5. Com- agriguense las curvas correspondicntes para n = - 
4 '  7' 7' 2'  

pirense 10s lugares geomktricos obtenidos haciendo variar el valor de n. 
9 .  Dibujese la figura 136(b) del Articulo 98 a una escala mi5 grande y 

-l - 3 ,  -4. Com-  agrigurnse las curvas correspondientes para n = - - 
4 '  3 '  

parense 10s lugares gecmktricos obtenidos haciendo variar el valor de n, 
10. Dibujense varias de las curvas potenciales representadas po r  la ecuaci6n 

x = ayn, y compirense con las curvas correspondientes de la farnilia y = axn. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 11-17, construir  las curvas potenciales cuyas 
ecuaciones se dan. 

11. y = ( x  - 1)" Sugesti6n. Traslidese el eje Y. 
12. y - ( ~ + l ) ~ .  15. y + l  =-(x-I)%. 
13. = x i  + 1. IS. y - I  = = ( x + 1 ) 3 5 .  

14.' y - 2  = ( x - 3 ) ' .  17. y - 3 = ( x  + 2) 
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18. A partir  de sus ecnaciones paramitricas, obtingase la ecuaci6n rectangu- 
lar de la curva de Agnesi dada por  la ecuaci6n (5) del Articulo 98. Efectuar una 
discusion completa de la curva. 

4aa x 19. Trazar  la curva de Agnesi coya ecaaci6n es ya = -. 
2a - x 

20. Empleando la construcci6n para la duplicaci6n del cubo dada en el Ar -  

ticulo 93, demuistrese que si en la figura 138 tomamos = nu, podemos ob- 
tener la arista de un  cubo cuyo volumen sea n veces el del cubo dado. 

21. Las paribolas ya = 2ax y x' = ay se cortan en el origen y en ot ro  
punto  P. Considerando la abscisa del punto  P, demostrar c6mo el problema de 
la duplication del cubo puede resolverse para un  cubo dado de arista a. 

22. Tricese la curva cuya rcuaci6n es x a  + xyz  - 3ax2 + ay' = 0. Esta 
curva se llama trisectriz de Maclaurin. Como su nombre lo  indica puede usarse 
para trisecar un ingu lo  cualquiera. 

23. Trazar  la curva cuya ecuacidn es x k  + yk = a'. Esta curva se conoce 
con el nombre de curua de cuarto grado de Lami. 

24. E n  el mismo sistema de ejes coordenados dibnjar las porciones de curvas 
de la familia de curvas xfL + yn = 1, rorrespondientes a1 primer cuadrante cuan- 

' 1 2  d o  a n se le asignan sucesivamente 10s valores --, - 1, 2 y 4. Identificar 
2 3 '  

cada lugar geomitrico, y oLservar el efecto obtenido haciendo variar el va- 
lor de n. 

25. Traza r  el lugar geomitrico de x a +  y3 - 3axy = 0. Esta cnrva se llama 
hoja de Descartes. 

26. Trazar  el lugar geomitrico de (xa + ya)a  - ax2 y = 0. Esta curva se 
llama bifoliada. 

27. Trazar  la cuva cuya ecuaci6n es x3 + xyz  + axa - oya = 0. Su lugar 
geomitrico es la estrofoide. 

28. Trazar  el lugar geomitrico de y '  - 2aya + aax '  = 0. 
29. Trazar  el lugar geomitrico de x'ya = ca(xa+ ya) . Esta curva se llama 

cruciforme. E l  lector debe notar que aunque el origen perttnece al lugar geomi- 
trico, ningfin o t ro  punto  de la vecindad drl  origen es t i  sobre la curva. U n  pun-  
to, tal como el origen, se llama entonces un pun to  aislado. 

30. Trazar  el lugar geomitrico de xa  y - a a x  + bzy = 0. Esta curva se 
llama serpentina. 

100. La sinusoide. E l  lector ya esth familiarizado con la funci6n 
sen x desde su estudio de Trigonometrfa. Las propiedades de esta 
funci6n pueden estudiane convenientemente por medio de la ecuaci6n 

g = sen x .  (1 )  

El  lugar geomktrico de la ecuaci6n ( 1 ) se llama sinusoide. 
Las intereecciones de la curva (1 )  con el eje X son 0 ,  + x ,  

=t 2x,  y, on general, nx, en que n es un entero cualquiera. E l  dnico 
punto de intersecci6n con el eje Y es el origen . Como 

sen (- x )  = - sen x = - y, 
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la curva es simCtrica con respecto a1 origen. A la variable z pueden 
asign&re!e todos 10s valores reales ; la variable y puede tomar valores 
reales cualesquiera en el interval0 - 1 5 y 5 1. Por tanto,  el lugar 
geomCtrico se extiende indefinidamente hacia la derecha y hacia la 
izquierda del eje Y entre las rectas y = * 1. La curva no tiene 
asintotas. Las coordenadas de un niimero suficiente de puntos pueden 
obtenerse de la tabla del ApCndice I C ,  5 ,  junta con las f6rmulas de 
reducci6n dadas en el ApCndice I C ,  3 .  Una parte del lugar geomC 
trico aparece en la figura 140.  El estudiante debe notar que las absci- 
sas son n ~ m e r o s  que representan la medida en radianes del Bngulo. 

Fig .  140 

Observamos que el lugar geomCtrico se repite idCntico para cad2 
carnbio de 2n radianes en el valor de x ;  se dice que tal curva es 
periddica. MBe generalmente , si una funci6n f  ( x )  tiene la propiedad 
de que 

f ( z > = f ( z +  P I ,  ( 2 )  

en que p es una constante diferente de cero, entonces se dice que f  ( x )  
es una funcidn peri6dica, y a1 valor mfnimo positivo de p tal que la 
relaci6n ( 2 )  se verifique aiin , se le llama periodo de f  ( x )  . Eviden- 
temente, como sen x  = sen ( z  + 2 n ) ,  la sinusoide ( I )  es peri6dica 
con perfodo 2 n .  Cualquier porci6n de la curva que corresponde a 
un carnbio en x  igual a1 periodo se llama ciclo de la curva. Asi, en 
la figura 140 ,  un ciclo es aquella porci6n de la curva comprendida 
entre el origen y el punto ( 2 n ,  0) .  TambiCn , la porci6n inclufda entre 
dos intersecciones cualesquiera con el eje X se lama arco. El m4xirno 
de 10s valores absolutos de las ordenadas de una sinusoide se llama su 
amplitud; para la curva ( 1  ) , la amplitud es la unidad . 

Veamos ahora c6mo se obtiene el perfodo y la amplitud de uns 
sinusoide partiendo de la ecuaci6n general 

y = a sen (kx + a ) ,  ( 3 )  
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en donde a ,  k  y a son constantes. La amplitud de la curva (3 )  es 
igual a I a ( ; por esto , la cantidad a se llama factor de nmplitud. Un 
ciclo completo del lugar geom6trico de la ecuaci6n ( 3 )  se obtiene 
cuando el gngulo k z  + a varia en 2n radianes. Como k  y a son 
constantes , esta variaci6n puede efectuarse solamente alterando el 
valor de z .  Evidentemente, lo que tiene que variar x ,  digamos p ,  
es el periodo de la curva ( 3 ) .  Para calcular el valor de p escribimos 

k ( x + p ) + a - ( k x + a ) = 2 n ,  
de donde, 

kp = 2n ,  
Y 

Vernos, por lo tanto, comparando 10s periodos de las curvas (1) y (31, 
que , mientras la curva ( 1 ) tiene un ciclo en el intervalo de 0 a 2n , ' 

la curva (3 )  tiene k ciclos en el mismo intervalo. Por esto, a la 
constante k se le llama factor de periodicidad. 

El  Bngulo a en la ecuaci6n (3 )  no afecta ni la amplitud ni el 
periodo de la sinusoide, per0 afecta la posici6n tle la curva con relacitin 
a 10s ejes coordenados. Esto puedt: verse escribiendo la ecuaci6n ( 3 )  
en la forma 

y = a sen k ( z  + f )  
y comparando su grhfica con la ecuaci6n 

y = a  sen kx. (5)  

Los lugares geom6tricos de las ecuaciones ( 4)  y ( 5)  son idbnticos en 
forma, per0 si se trazan en el mismo sistema de ejes coordenados 
aparecen como curvas separadas para las cuales 10s puntos correspon- 
dientes tienen las miamas ordenadas pero sus abscisas difieren en una 

a 
cantidad igual a x. Se dice entonces que la dos curvas estitn fuera 

a 
de fuse o defasadas, y a1 itngulo - se le da por est,o el nombre de k  
dngulo de fase. 

Ejemplo. Trazar la sinusoide cuya ecuacion es 

y - 2 s e n  ( % x i - 1 ) .  

y determinar su amplitud, periodo y dngulo de fase. 
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S o l u c l b n .  L a  a m p l i t u d  es igual .  evidentemente,  a 2. C o m o  el factor  de 

periodicidad es , el per iod0  es igual  a 2 = 4rc, y el 6 n g u 1 o de fase es 
?4 

1 igua l  a -, o sea, 2 radianes. E l  estudiante debe n o t a r ,  en  especial, que  el 
% 

n ~ i m e r o  1 q u e  aparece en el i n g u l o  de la ecuaci6n (6) representa u n  r a d i i n  y n o  
un  grado.  

Para  t razar  el lugar  geomi t r ico  de la ecuaci6n (6) .  es conveniente trasladar 
primer0 el eje Y. Para  el lo escribiremos la ecuaci6n (6) en la forma 

y haremos 
y = 2 sen M ( x  + 2 ) .  

x + 2 = x'. 

D e  esta manera la ecuaci6n transformada es 

y = 2 sen % XI. (7) 

C o m o  x = x' - 2, el nuevo  or igen  0' es el p u n t o  (- 2. 0 ) .  L a  gr i f ica  de la 
ecuaci6n (7) puede trazarse entonces con relaci6n a 10s ejes X y Y 1  como 

Fig .  141 

se explic6 para la grif ica ( f ig .  140) de la ecuaci6n (1 ) .  U n a  par te  de la curva  
resultante se ha representado en la f igura  141 : p o r  supues to ,  q u e  esta gr i f ica  es 
t a m b i i n  el lugar  geomi t r ico  de la ecuacidn (6)  con  relaci6n a 10s ejes X y Y. 
L a  escala sefialada encima del eje X es con relaci6n a1 eje Y 1  y se emplea a1 tra-  
z a r  la g r i f ica  de la ecuaci6n (7) : la escala in fe r ior  es con relaci6n a1 eje Y y se 
emplea para  leer las coordenadas de 10s p u n t o s  que  e s t i n  sobre la g r i f ica  de la  
ecuaci6n (6) .  Se puede obtener una comprobaci6n parcial de la exacti tud de 
la  g r i f ica  de la ecuaci6n (6) de te rminando sus  intersecciones con 10s ejes coor-  
denados. 

101. Otras curvas trigonomktricas. Las cinco restantes funciones 
trigonom6tricae pueden estudiarse por medio de sus grhficas , cada una 
de las cuales recibe un nombre en relaci6n con la funci6n trigonomktrica 
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correspondiente. Asf , la funcicin trigonomdtrica cos z se estudia por 
medio de la ecuaci6n 

y  = cos x , (1) 

cuya grdfica se llama la cosinusoide. ~ o m o  cos x = sen ('+ x ) ,  

la cosinusoide puede trazarse por medio de la sinusoide 

La curva de la figr~ra 142, difiere de la corrcspnndiente a y = sen z 

Fig. 142 

JI de la figura 140 solamente por tener a1 eje Y desplnzado - unidades  
2 

hacia 13 derecha. Como cos (- x) = cos z , la curva es sim6trica con 
respecto a1 eje Y. La amplitud es la unidad, y como cos z = cos (x + 2 4  
el perlodo es igual a 2n. El resto de la discusi6n de la curva se dcja 
como ejercicio a1 estudiante . 

La grtifica de la ecuacidn 
y =  t g z  (2) 

se llama tangentoide. Como tg x = tg (x + a) , la curva es peri6dica 
y su perfodo es igual a a. La grhfica [fig. 143 (a) j se cornpone de 
un ndmero infinito de ramas diferentes que tiencn por asfntotas las 

Fig. 143 
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n 
rectas z = - n , en donde n es un entero irnpar. El resto de la dis- 

2 
cusi6n de la tangentoide se deja como ejercicio a1 estudiantc. Tambien 
debe dcsarrollar una discusi6n completa de la cotangentoide , 

cuya gritfica evtit construida en la figura. 143 ( b )  . 
La grjfica de la secantoide, 

9 = sec x, ( 4 )  

est6 trazadn en la figura 1 1 4 ( a ) .  La gr6fica de la coseca?.toide, 

se ha construido en la figurs 144 ( b )  . Ambas curvas , la secantoide y 

Fig. 144 

la cosecantoide son peri6dicas, siendo el period0 de cada una igual 
a 2n. La discusi6n de est,as curvas se deja como ejercicio sl estu- 
diante . 

102. Grdficas de las funciones trigonometricas inversas. La fun-. 
ci6n arc sen z puede estudiarse por medio de la ecuaci6n 

y = arc sen z ,  ( 1 )  

la cual significa que y es el arco cuyo seno es z .  La ecuaci6n ( 1  1 se 
escribe- frecuentemente en la forma 

pero nosotros emplearemos la notaci6n de la ecuaci6n ( 1 ) .  La relaci6n 
expresada por la ecuaci6n ( 1 )  puede obtenerse a partir de la ecuaci6n 
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dcspejando y cn funci6n de x .  Por tanto , la relaci6n ( 1 )  e,q inversa 
de la relaci6n ( 2 )  ; consecuentemente, la funci6n arc sen x se lla- 
ma junci6n inversa del seno , y la grBfica de la ecuaci6n ( 1 ) se llama 
curua cceno iaversa. 

Como la ecuaci6n ( 1 )  se deduce de la ecuaci6n ( 2 ) ,  la grAfica de 
la ecuaci6n ( 1 ) puede obtenerse partiendo de la ecuacirin ( 2 )  por el 
mCtodo estudiado en el Articulo 100. Parte de la grtifica se ha trazado 
en la figura 145 ( a ) .  La discusi6n completa de la curva se deja como 
ejercicio a1 estudiante, pero llamaremos la atenci6n sobre un hecho 

Fig. 145 

irnportante : En  el caso de la sinusoide , y = sen x , para cada valor 
asignado a x  , se obtiene uno y solamente un valor de y . Decimos 
entonces que y es una juncidn unijorme de x . En  cambio , en el caso 
de la curva seno inversa ( I ) ,  para cada valor que se le asigna a x ,  
se obtiene un n~imero infinito de valores para y . Asi , si se le asigna 
a x el valor , y puede tener uno cualquiera de 10s valores 

siendo n un n6mero en tero cualquiera . De acuerdo con esto , se dice 
entonces que y es una juncidn *multijorme de X. Para ciertoe estudios 
se hace necesario restringir 10s valores de y a un cierto interval0 con 
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el fin de convertir a esta funci6n en uniforme. Para la funci6n 
arc sen x , este intervalo es 

n n 
--Lare 2 sen xs- 

2 '  ( 3 )  

y estos valores se llaman 10s valores principales del arc sen x .  El 
estudiante debe observar que , dentro del intervalo (3)  , la variable x 
puede tomar todos 10s valores desde - 1 a + 1 , inclusive. Aquella 
porci6n de la curva seno inversa (1) incluida en el intervalo ( 3 )  se 
llama rama principal de la curva ; esta curva es la trazada con una 
lfnea m4s gruesa en la figura 145 ( a ) .  

Para la curva coseno inrersa cuya ecuaci6n es 

la variaci6n de 10s valores principales esta dada por el intervalo 

La rama principal de esta curva es la trazada en linea gruesa en la 
figura 145 ( b )  . 

Para la curva langente inversa cuya ecuaci6n es 

y = arc tg x , 
la variaci6n de 10s valores principales es 

- X X - < arc t,g x < - . 2 2 

La rama principal de esta curva aparece en linea gruesa en la figu- 
ra 1 4 5 ( c ) .  

Para la curva cotangente inversa, y = arc ctg x ,  la curva secante 
inversa , y = arc sec x , y la curva cosecante inversa , y - arc csc x , 
10s valores principales est4n dados por 10s intervalos 

0 < arc ctg x < x , 
x - ~r: I arc see x < - - 
2 '  

X 
0 5 arc sec x < - 2 '  

o < arc csc z 5 5  2 '  
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EJERCICIOS. Grupo 46 

1. Mostrar graficamente la amplitud de una sinusoide trazando en el mis- 
mo sistema de ejes coordenados, las curvas 

y = sen x ,  y = 3 sen x y y = sen x .  

2. Mostrar el efecto del periodo en una sinusoide trazando, en el mismo 
sistema de ejes coordenados, las curvas 

y = sen x ,  y = sen 2x y y = sen 5.  
3 

3. Mostrar el efecto del i ngu lo  de fase en la sinusoide trazando, en el mis- 
m o  sistema de ejes coordenados, las curvas 

y = sen 2x, y = sen (2x + 60') y y = sen (2x - 60'). 

E n  cada uno de 10s ejercicios 4-15, tricese la curva cuya ecuaci6n se da. 
Determinense tambiin su amplitud.  periodo y ingu lo  de fase. 

4. y = 2 sen 3x. 10. y + l  = s e n ( x  - 1 ) .  

5. y = sen=. 11. y - 3 = % sen ( x  + 2 ) .  
2 12. x = seil2y.  

6. y = 4 s e n 2 x x .  
13. x = - 2 sen 2. 

7. y = 95 sen ( x + 2 ) .  2 

14. x = sen (f - 3). 
9. y = - 2 s e n ( 2 x + x ) .  15. x + 3 = 3 sen (2y + 4 ) .  

16. Dar una discusibn completa de la curva y = cos x .  
17. Dar  una discusi6n completa de las curvas y = tg x y y = ctg x. 
18. Dar una discusi6n completa de las curvas y = sec x y y = csc x .  
19. Dar  una discusi6n completa de la curva y = a cos ( k x  + a ) ,  en que 

a ,  k y a son constantes. 
20. Const ru i r  la grifica de la ecuaci6n y = ctg x a partir  de la grifica de 

E n  cada uno de 10s ejercicios 21-28, tricese la curva cuya ecuaci6n se da. 

22. y = tg 2x. 
X 23. y = ctg -. 
2 

24. y = sec 3x. 28. y - 1 = 3 cos (x  - 2) 

29. Dar  una discusi6n completa de la cnrva seno inversa y = arc sen x y de 
la curva coseno inversa y = arc cos x .  

30. Dar  una discasi6n completa de la cnrva tangente inversa y = arc tg x 
y de la cnrva cotangente inverea y = arc ctg x .  
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31. Dar  una discusi6n completa de la curva secante inversa y = arc sec x y 
de la curva coszcante inversa y = arc csc x. 

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 3 2 - 3 5 ,  tricese la cuva cuya ecuaci6n se da.  

32. y = arc sen (x  - 1 ) .  34. y = 3 arc t g  5. 
3 

33. y = 2 arc cos 2x. 35. x = 2 arc cos ( 2  - y )  . 
103. Curva logaritmica. La funci6n logaritmica puede estudiarse 

por medio de la ecuaci6n 

cuya grtifica se llama curva logaritmica. El n6mero positivo a es una 
constante llamada base y cuyos valores se discutirin m4s tarde. Por la 
definici6n de logaritmo (Apdndice IB ,  4 ) )  la ecuaci6n ( 1 )  puede 
escribirse en la forma equivalente , 

La expresi6n au , llamada funci6n exponencial , es , evidentemente , la 
inversa de la funci6n logaritmica. La funci6n exponencial y su gdfica , 
la curva exponencial , se estudiarin en el articulo siguiente. 

Trazaremos primer0 la curva logaritmica ( 1 ) .  Para z = 1 , y = 0 ; 
para z = 0 ,  log, z ,  o sea y ,  no est4 definido. Por tanto,  la 6nica 
intersecci6n con 10s ejes coordenados es t i  dada por el punto (1 , 0) . 
Evidentemente no hay simetria con respecto a ninguno de 10s ejes 
coordenados o a1 origen. Corno 10s logaritmos de 10s nlimeros negati- 
vos son complejos, no se le pueden asignar a la variable z valores 
negativos; seg6n esto, no hay curva a la izquierda del eje Y. Si la 
base a es mayor que la unidad, de la ecuaci6n ( 2 )  se sigue que y 
aumenta de valor a medida que z lo hace ; tarnbidn , para z > 1 , 
y es positiva, de manera que la curva se extiende indefinidamente 
hacia la derecha y hacia arriba del eje X.  Para valores de z com- 
prendidos en el interval0 0 < z < 1 ,  y es negativa. A medida que 
z tiende a cero , y aumenta numericamente sin limite en la direcci6n 
negativa ; por tanto, la parte negativa del eje Y es una asintota de la 
curva . 

La discusi6n precedente da la localizaci6n general de la curva en el 
plano coordenado , para a > 1. La determinacidn de las coordenadas 
de 10s puntos de la curva depende , sin embargo, del valor asignado a 
la base a .  Hay dos bases de uso corriente, la base coman 1 0 ,  para 
10s cblculos numericos ordinarios, y la base neperiana e , igual a 
2,71828, aproximadamente , empleada casi exclusivamente en Mate- 
miticas avanzadas. Para la base 10 ,  la3 coordenadas de 10s puntos 
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de la curva ( 1  ) pueden obtenerse en una tabla de logaritmos comu- 
nes , tal corno la Tabla A del Ap6ndice I1 ; la grtifica correspondiente 
es la trazada en la figura 146. Las tablas de logaritmos de base e ,  
llamados logaritmos naturales o neperianos , tarnbi6n pueden usarse . 
La releci6n entre 10s logaritmos cornunes y 10s logaritmos naturales 
puede obtenerse por rnedio de la f6rrnula dada en el Ap6ndice IB , 4 ,  
segdn la cual 

log,, z log10 z - log, z = - - - = 2,3026 log10 z 
log10 e 0,43429 

Por tanto, la grhfica de la ecuaci6n (1)  cuando a = e puede obtc- 
nerse a partir de la gr4fica para a = 10 multiplicando todaa la8 orde- 
nadas de la curvn de la figura 146 por 2,3026. 

Fig. 146 Fig. 147 

Ejemplo. Trazar  la curva logaritmica cuya ecuaci6n es 

y = 2 log,, 2 d X .  (3 )  

Solucibn. Por  supuesto que se puede trazar la grifica directamente partien- 
30 de la ecuaci6n ( 3 ) .  Pero podemos simplificar el procedimiento usando 10s 
teoremas sobre logaritmos dados en el Apindice IB, 4, y escribiendo entonces la 
ecuacidn en la forma 

y = l o g 1 0 4 +  log10(x - 1) .  

Si pasamos loglo 4 al primer miembro, y hacemos 

La grifica dz la ecuacidn (4) puede trazarse ahora tal como se traz6 la de la 
ecuacion ( I )  anterior. La curva (fig.  147) se traza partiendo de la ecuaci6n (4) 
.on referencia a 10s nuevos ejes X' y Y 1  obtenidos trasladando 10s ejes origi-  
nales a1 nuevo origen 0 1 ( 1 ,  loglo 4 ) .  
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104. Curva exponencial. La funci6n exponencial puede estudiarse 
por rnedio de la ecuaci6n 

cuya gdfica se llama curva exponencial. Se hizo notar en el articulo 
precedente que las funciones exponencial y logaritmica son inversas 
entre sl , ya que la ecuaci6n ( 1) puede escribirse en la forma equiva- 
len te 

z = log, y . 
Es evident.e , por la ecuaci6n (2)  , que la curva exponencial ( 1 ) 
puede trazarse tai como se traz6 la curva logaritmica 

En surna , para el mismo valor de a ,  las dos curvas (1 )  y (3 )  son 
identicas en su forma ; difieren mlamente en sus posiciones con relaci6n 

a 10s ejes coordenados. E n  la figu- 
ra 148 se han trazado varias curvas 

Y exponenciales p a r a diversos valores 
de a ,  incluyendo el caso irnportante 
en que a = e , la base de 10s logarit- 
mos neperianos . Todas estas curvas 
pasan por el p u n t o  ( 0 ,  1) y son 
asint6ticas a1 eje X .  

La funci6n exponencial es de una 
gran importancia en las Matemtiticas 
avanzadas y sus aplicaciones. Se pre- 
senta en las expresiones matemiticas 
de una gran variedad de fen6menos 
fjsicos. A~arece  frecuenternente en la 
forma 

Fig. 148 y = cekZ , (4)  

en que c y k son constantes diferentes de cero y e es la base neperiana. 
Para tener una idea de lo mucho que se presenta la funci6n exponencial 
en la prtictica , basta considerar que aparece en la representaci6n ana- 
lftica de tan variados fen6menos como son el crecimiento de las bacte- 
rias, la descomposici6n del radio y la ley de Newton del enfriamiento. 
Se presenta tainbien en la fbrmula empleads para la determinaci6n del 
inter& continuo, y por esta raz6n se le menciona a veces como la ley 
del inter& compuesto. En 10s ejercicios 22-28 del grupo 47 aparecen 
varias aplicaciones de la funcidn exponencial ; ademis se dan algunas 
ilustraciones mds en el siguiente articulo . 
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La funci6n exponencial aparece tambien en la ecuaci6n 

en donde h es una constante arbitraria. La gr4fica de esta ecuaci6n 
se llama curva de probabilidad o curva de error. Es  de importancia 
fundamental en la teoria de la probabilidad y sus aplicaciones. En el 
ejemplo siguiente se considera un tipo sencillo de curva de probabi- 
lidad ; s i n e  para que se vea la forrna general de tales curvas. 

Como la funci6n exponencial ex ocurre tan frecuentemente en las 
aplicaciones, se han construido tablas de valores de eZ y e-" para 
facilitar 10s c&lculos num6ricos. Una pequefia tabla de tales valores es 
la Tabla C en el Apdndice 11. 

Efemplo. Traza r  la curva de probabilidad cuya ecuacibn es 

y = e-20. (6) 

Solucidn. Como y es diferente de cero para todos 10s valores de x, n o  hay 
intersecci6n alguna con el eje X.  Para x = 0, y = 1 ;  por  tanto,  la intcrseccibn 
con el eje Y es t i  dada por el punto  (0. 1 ) .  La curva es pues. evidentemente, 

Fig.  149 

simCtrica con respecto a1 eje Y. Como x puede tomar todos 10s valores reales. 
la curva se extiende indefinidamente hacia la derecha e izquierda del eje Y. 
Tambi in ,  como y es positiva para todos 10s valores de x ,  la curva es t l  en ru 
totalidad arriba del eje X. Si escribimos la ecuacibn (6) en la forma 

vemos, por ser e > 1, que, a medida que x aumenta de valor sin limite en la 
direcci6n positiva o en la negativa, g tiende a ccro. P o r  tanto,  el eje X es una 
asintota. La ecuaci6n (7) nos dice tambiin que y alcanza su valor mix imo  
cuando el valor de ez' es minimo, y esto ocurre cuando x = 0. P o r  tanto,  el 
valor mlx imo  de es 1, y (0. 1) es un  pun to  mix imo  de la curva. L ~ s  coor- 
denadas de algunos puntos  del lugar geomitrico paeden obtenerse por  rnedio dc 
la Tabla  C del ApCndice 11. La  gr i f ica  ea 13 representada en la figura 149. 



3 0 8  G E O M E T R I A  A N A L I T I C A  P L A N A  

EJEECICIOS. Grupo 47 

E n  cada uno de 10s ejercicios 1-12, construir la curva logaritmica cuya ecua- 
ci6n se da. 

11. y = log, sen x. 

12. y = logc cos x. 

13. Discutir la curva logaritmica y - logs x cuando la base a esti  restrin- 
gida a tomar valores comprendidos dentro del interval0 0 < a < I .  

14. E n  el mismo sistema de ejes coordenados, trazar las curvas y = loga x 

cuando se le asignan a la base a 10s valores -, 2, 3 y 4. Compirense 
4 7' 7' 

las curvas obtenidas haciendo variar el valor de a. 
15. Explicar por q u i  en laa ecuaciones de las curvas exponencial y logarit- 

mica la constante a e s t i  reatringida a tomar valores positivos diferentes de la 
unidad. 

E n  cada uno de 10s ejcrcicioe 16-21, trazar la curva exponencial cuya ecua- 
ci6n st da. 

16. y = 2(?4)2. 19. y 5 3 e - % ' .  

17. y 5 4er-I .  20. y + 1 5 2"+' . 
18. x = 3". 21. ~ - 2 = 3 e = - ~ .  

22. Al final  de n aiios, el monto C producido por un capital c a1 r por 
ciento de interis  compuesto anual csti  dada por la fdrmula 

T raza r  la grifica de esta ecuaci6n cuando c = 100 y r = 0,04, siendo C y n 
1a.g variables. 

23: La prcsi6n P de 13 atmdsfera a una altura h es t i  dada, aproximada- 
mente, por  la f6rmula 

P = PO e-kh, 

en la que Po es la presi6n a1 nivel del mar y k es una constante. T raza r  la g r i -  
fica de esta ecuacidn cuando Po - 76 y k = 0.13, siendo P y h las variables, 

24. Si  T o  es el exceso inicial de la temperatura de un cuerpo sobre la tempe- 
ratura de 10s cuerpos que le rodean, entonces el exceso de temperatura T despuis 
de un lapso d t  tiempo t est i  dado, aproximadamente, para valores pequeiios 
de T ,  por  la f6rmula conocida como ley de Newton del enfliamiento: 

en la que k es una constante. T raza r  la grifica de esta ecuacidn cuando TO = 100 
y k = 0,4  siendo T y t las variables. 
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25. Si A0 es la cantidad original de radio que contiene una muestra, la 
cantidad A no descompuesta despuis de un lapso de tiempo t es t i  dada po r  
la f6rmula 

A = ~ o e - k l ,  

siendo k una constante. Trazar  la grifica de erta ecuaci6n cu-ndo A0 = 1 y 
k = 0.0004. siendo A y t Ias variables. 

26. Si lo es la intenridad inicial de una corriente telefbnica, entoncer su 
intensidad I despues de u n  lapso de tiernpo t es t i  dada, bajo ciertas condiciones. 
por  la f6rmula 

I = ~ o e - ~ ' ,  

en que k es una constante. T raza r  la grifica de esta ecuaci6n cuando 10 = 0.2 
y k = 0.01. siendo I y t las variables. 

27. Si T y T o  representan las fuerzas de tensidn que a c t ~ a n  sobre 10s 
lados util y libre, respectivamente, de una banda transmiaora de energia, 
entonces 

T = Toeke,  

en donde k es una constante. Trazar  la grifica de esta ecuacidn cuando To=100 
y k = 0.5 siendo T y e las variables. 

28. Si la carga inicial de un condensador es Qo, la carga Q despuis de u n  
lapso de tiempo t esta dada, bajo ciertas condiciones, por  la fdrmula 

en donde k es una constante. T raza r  la grifica de esta ecuaci6n cuando Q O  = 10 
y k = 0,01 siendo Q y t Ias variabler. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 29 y 30, tricense las grificaa de Ias curvas dadas 
por  sus ecuaciones paramitricas. 

29. x = sen r ,  y = el. 30. x - 2 + t ,  y = loglo t. 

105. Curvas compuestas. Si la ecuaci6n de una curva es tal que 
puede considerarse como una combinaci6n de las ecuaciones de dos o 
m&s curvas simples, diremos que su gdfica es una cuwa conhpuesta. 
Por ejemplo , la grhfica de la ecuaci6n 

y =  z-cosz  

es una curva compuesta , ya que puede obtenerse como una combina- 
ci6n de la recta y = z y de la cosinusoide y = cos 2. Ilustraremos el 
procedimiento a seguir para la construcci6n de la curva en el siguiente 
ejemplo, El metodo se conoce con el nombre de adicidn de ordenadas. 

Ejamplo 1. Traza r  la curva compuesta cuya ecuaci6n cs 

y - X - COS X. (1) 
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Solucibn. Podemos, po r  supuesto,  t razar  la curva calculando directamente 
Ias coordenadas de varios pun tos  a partir  de la ecuaci6n ( I ) .  Pero podemos 
tambi in  considerar la recta 

y = x  (2) 
y la curva 

y = - COS X. (3) 

P o r  mi todos  estudiados anteriormente,  las grificas de las ecuaciones (2) y (3) 
pueden trazarse r ip ida  y ficilmente. Son las lineas punteadas de la f igura 150. 
Para n n  valor particular de x ,  digamos XI, Sean y l  y yl, respectivamente, las 
ordenadas correspondientes sobre las curvas (2) y (3 ) .  Entonces la ordenada 

Fig.  150 

de la cnrva ( 1 )  correspondiente a este valor x = XI paede obtenerse tomando la 
suma algebraica de las ordenadas y l  y ya. P o t  este mi todo,  se pueden deter-  
minar grificamente puntos  del lugar geomltrico de la ecuaci6n (1) a par t i r  de las 
grhficas de las ecuaciones (2) y (3) como se h i z o  para el pun to  PI. L a  curva 
resultante, correspondiente a la ecuaci6n ( I ) ,  aparece en la f igura 150 en linea 
gruesa. 

Las gdficas de las junciones hiperbblicas son ejemplos de curvas 
compuestas. El seno hiperb6lico de z , que se escribe senh z, se define 
por la f6rmula 

e l  - e-2  
senh x = 

2 '  

y el coseno hiperb6lico de x por 
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Laa restantes funciones hiperb6licas , tangente , cotangente , secante 
y cosecante hiperb6licas de z ,  se definen de la misma manera que las 
funciones trigonom6tricas correspondientes . Esto nos da 

senhz e " - e - "  tgh z = - = 
1 ez + e - 2  

ctgh z = - = coshx e E + e b Z '  t g h z  e " - e - " '  

1 - aech z = - - 2 1 - C S C ~  x = - - 2 
coshx e z + e - = '  senhz  e E - e - " '  

En el siguiente ejemplo se ilustra una aplicaci6n importante del cosh z . 
Ejemplo  2. Trazar  la curva cuya ecuaci6n es 

Soluci6n. La curva corta a1 eje Y solamente en el punto  (0, a ) .  La curva 
es simitrica con respecto a1 eje Y .  Como eZ es positiva para todos 10s valores 
de x ,  y es positiva para todos 10s valo- 
res de x .  A medida que x tiende a infinito -. 
tomando valores positivos o negativos. 
y tiende a inf in i to  positivamente. E l  va- 
lor minimo de y ea a.  La curva se extiende 
indefinidamente a la derecha e izquierda 
del eje Y y hacia arriba de la recta y = a .  
N o  tiene asintotas verticales ni hor izonta-  
lea. Para trazar la grifica podemos tomar y=f ,  a igual a la unidad y usar entonces 10s va- 
lores de ex y e-= dados en la tabla C del 
Aplndice 11. La grifica puede tambiln ob- 
tenerse partiendo de las curvas exponencia- 0 

0 2 - -- 
les y = 2 e a y y = e a por el ml to-  

2 2 Fig. 151 
d o  de adici6n de ordenadas. La grifica 
aparece en linea gruesa en la figura 151; las curvas exponenciales es t in  indicadas 
pa r  lineas punteadas. 

P o r  la definici6n de cosh x dada arriba, la ecuaci6n (4) puede escribirae en 
la forma 

y = a cosh 2. 
a 

La curva se llama catenaria. E s  la forma que toma un cable uniforme y flexible 
suspendido de dos puntos y colgando bajo su propio peso. 

Consideremos ahora uns curva de importancia fundamental en la 
teorfa de las vibraciones. Se llama curva de laa vibracionea decrecientea, 
y su ecuaci6n general es de la forma 

y = ae- c2z sen (ka: + a ) ,  (5) 
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siendo a ,  c , k y a constantes . Esta ecuaci6n describe el movimien- 
t o ,  bajo condiciones apropiadas, de un cuerpo vibratorio que estA 
sujeto a una fuerza resistente. La variable y mide el desplazamiento 
del cuerpo desde su posici6n de equilibrio a cualquier tiempo medido 
por la variable z.  Si no estuviera el factor e-C's la ecuacidn (5) 
tomarfa la forma 

y = a s e n ( k z + a ) ,  ( 6 )  

que es la sinusoide estudiada en el Art.fculo 100, ecuacidn ( 3 ) .  La 
amplitud de la curva ( 6 )  es constante e igual a 1 a 1 .  En la ecua- 
ci6n ( 5 ) ,  en cambio, el factor e-C2" tiene el efecto de disminuir la 

amplitud o el desplazamiento del cuerpo desde su posici6n de cquilibrio , 
a medida que z crece . Por esto e- "" se llama factor de crecimiento . 
La fonna general de la grbfica de la ecuacidn (5)  se ilustra para un 
caso sencillo en el siguiente ejernplo . 

E j e m p l o  3. Traza r  la curva cuya ecuaci6n es 

Solucibn.  E l  trazado de esta curva es relativamente sencillo, pues el valor 
absoluto de sen x nunca excede a la unidad. Por  tanto,  el valor de y n o  poede 

z z - - 
exceder nunca a 2e- 5 ni ser menor que - 2e 5 ; en consecuencia. la curva 
(7) cs t i  en su totalidad dentro de las curvas 

que por  esto ban sido llamadas curoas circundantes  de la curva representada por  
la ecojci6n (7). Empezaremos, por  tanto ,  trazando primer0 las curvas circun- 
dantes (8) quu son las lineas de trazos de la figura 152. La  grafica de la 
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ecuaci6n ( 7 ) ,  t razada con linea gruesa en la f igura 352, puede obtenerse ahora 
f ici lmente considerando las variaciones de 10s valores de sen x .  Para valores 
de x = 0, x ,  2x,  . . . , la curva (7) corta a1 eje X ;  para valores de 

t 

corta a la curva circundante 7e- 7. y para valores de  

3n 7n  I l n  X E - ,  - - 
2 2 '  2 ' " "  

t - 
corta a la o t ra  curva circundante y = - 2e 5 .  

Sc pueden usar ventajoss~mente C U P V ~ S  circundante~ para trazar 
grdficas cuyas ecuaciones Sean de la forma 

en que una de las funciones f ( x )  y g(z) Eea una funci6n seno o co- 
seno. Unos ejemplos de t.ales ecuaciones son y =  x sen x y y = k2 cos x. 

E J E R C I C I O S .  Grupo 48 

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 1-10 construir  la curva cuya ecuaci6n se da. 

1. y = 2 x  - sen x. 6. y = x 2 + s e n x .  

2. y = 3x + cos 2%. 7. y = 3x  + loglo 2x.  

3. y - 1 = x - sen 2%. 8. y = x Z  + loglo x .  

4. x = y + c o s 2 y .  9. y = l o g e x -  s e n x .  
x 5. x + I = 2y - 2 sen -. 
3 10. y = sen x + er. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 11-14, cons t ru i r  la curva,  a par t i r  de su ecua- 
ci6n dada,  p o r  el m i t o d o  de adicibn de ordenadas. Compruibense  10s resultados 
p o r  medio de las relaciones t r igonomit r icas  dadas en el Apindice IC. 9. 

11. y = 3 sen x + 4 cos x .  13. y = 4 sen 3x - 3 cos 3x. 

12. y = sen 2% + cos 2x .  14. y = 2 s e n ~ + 3 c o s ~ .  2 
2 

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 15-18, cons t ru i r  la  curva cuya ecuacibn se da. 
y determinar su periodo.  

15. y = sen x + cos 2x.  17. y = sen 2 x  + cos 3x. 

16. y = sen x + sen 2%. 18. y = s e n x + s e n 2 x + s e n 3 x .  

e% - e-r 
19. T r a z a r  la curva seno hiperb6lico y = - 

2 .  
eZ - e-3 

20. T r a z a r  la curva tangente hiperb6lica y = ---. 
ez + e-% 
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21. E n  el mismo sistema de ejes coordenados. tricense las graficas de la 
I curva de Agnesi, y = , la curva de probabilidad, y = e-'a, y la curva 

x' + 1 

secante hiperbblica, y = L. Obsirvese la gran semejanza que tienen es- 
ez + ect 

tas curvas entre si .  
22. Traza r  la grifica de la ecuacibn y = cosh x + senh x .  Hallar la ecua- 

cibn de la curva exponencial representada por esta ecuacibn. 
23. Traza r  la curva seno hiperbblico inverso y = senh-I x .  

E n  cada uno de 10s ejercicios 24-35, construir la curva cuya ecuacibn re da. 

24. y = x s e n x .  

25. y = x 2  cosx .  
sen x . 26. y=- 

X 

27. y = 2e-= sen 2x .  
X 

28. y = 2eez cos -. 
2 

29. y - 1 = 2ecz sen (2x + 4 )  
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CAPITULO XI11 

EL PUNT0 EN EL ESPACIO 

106. Introducci6n. En la Geometrfa analitica plnnn solamente se 
consideran 10s puntos situados en un solo plano , el plano coordenado. 
Esta limitaci6n no permite la investigaci6n de las figuras generales en 
el espacio . Por esto , y con el fin de extender el mCtodo analitico a1 
estudio de las figuras de tres dimensiones, quitamos la restricci6n im- 
puesta y consideramos que el punto puede ocupar cualq~iier posici6n en 
el espacio . 

Cuando un punto P est6 en un plano coordenado , su posici6n sc 
fija con respecto a 10s elementos de referencia del plailo . Si considera- 
mos ahora que el punto P puede ser un punto cualquiera del espacio , 
su posici6n puede determinarse por su distancia perpendicular, llam6- 
mosla z , a1 plano coordenado . Vemos , entonces , que para localizar 
la posici6n de un punto en el espacio se requiere otra dimensi6n z 
adem& de las dos dimensiones del sistema coordenado plnno. En  
consecuencia , desde este punto de vista, un sistema coordenado en el 
espacio es un sistema tridimensional obtenido como una extensi6n del 
sistema bidimensional. Tambien vemos que , cuando a z se le asigna 
el valor particular cero, el sistema tridimensional se reduce a1 bidi- 
mensional, por tanto, un sistema de coordenadas en el plano puede 
consideraree como un caso especial de un sistema de coordenadas en cl 
espacio. Desde este dltimo punto de vista, es importante notar que 
una relaci6n en el espacio se reduce a la relaci6n correspondiente en el 
plano cuando se da a la tercera dimensi6n el valor cero. En adelante 
tendremoe ocasi6n muy frecuentemente de observar esta analogia entre 
10s sistemas bi y tridimensional. 

En Geometria analitica plana las relaciones y las propiedades geo- 
metricas se expresan por medio de ecuaciones que contienen, en gene- 
ral,  dos variables. En  Geometria analitica del eapacio, en aambio, 
tnles ecuaciones contienen , en general, tres variables, y , es evidente , 
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que la presencia de esta variable adicional traerd una mayor complica- 
ci6n analitica que las relaciones con el plano . Ademds , el estudiante 
comprenderd perfectamente que la tercera dimensi6n de la Geometrla 
analitica del espacio exigird mds trabajo de su poder de visualizaci6n 
de figuras en el espacio que el que requiri6 para figuras en el plano. 

107. Sistema de coordenadas rectangulares en el espacio. E n  
Geometrfa analftica del espacio se emplean varios sistemas de coorde- 
nadas. El mds usado es el rectangular que describiremos y discutiremos 
en este articulo . 

Consideremos tres planos mutuamente perpendiculares que se cortan 
en el punto comdn 0 ,  tal como se indica en la figura 153. Como el 

Fig. 153 

punto en el espacio va a localizarse con referencia a estos elementos, 
10s planos se llaman planos coordenados, las rectas de intersecci6n de 
estos planos ejes coordenados y el punto 0 origen del sistema de coor- 
denadas rectangulures. Teniendo lo anterior estamos en libertad de 
designar 10s ejes coordenados como queramos. Un convenio es el indi- 
cad0 en la figura 153 ; se dice entonces que el sistema de coordenadas 
es un sistema de mano derecha. Otro convenio, tambi6n muy usado, es 
el mismo que aparece en la figura 153 con excepci6n de que 10s ejes 
XX y Y Y1 esthn intercambiados ; en este caso se dice que el sistema 
coordenado es un sistema de mano izquierda. E n  este libro empleare- 
mos , en general , el primer sistema . 

Los ejes coordenados XX1, Y Y1, ZZf se llaman , respectivamente , 
el eje X , el Y y el Z .  Estos ejes son rectas dirigidas , cuya direcci6n 
positiva esth indicada en cada uno por una flecha. Cada plano 
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coordenado se designa por 10s dos ejes coordenados que contiene. Asl , 
el plano coordenado que contiene a1 eje X y a1 eje Y se llama pla- 
no XY ; anilogamente , tenemos 10s planos XZ y YZ. Los tres 
planos coordenados dividen el espacio en ocho regiones llamadas octan- 
tes. El ochnte determinado por las partes positivas de 10s ejes coor- 
denados se llama primer octante; no se acostumbra asignar ning6n 
nlimero a 10s siete octantes restantes. El estudiante puede concebir 
fhcilrnente el primer octante considerando una de las esquinas de una 
habitaci6n rectangular en donde dos paredes adyacentes y el piso 
representan a 10s planos coordenados. 

En  seguida veremos c6mo puede localizarse un punto en el espacio 
por medio del sisbema de coordenadas rectangulares . E n  la prictica , 
no es necesario representar el siste- 
ma de coordenadas trazando 10s Z 
planos coordenados como aparecen 
en la figura 153 ; serd suficiente 
para nuestros fines trazar solamen- 
te 10s ejes coordenados como se 
indica en la figura 154. Sea P un 
punto cualquiera del espacio. Su yL 

posici6n puede determinarse hacien- 
do pasar For P planos paralelos a 
10s tres planos coordenados y con- 
siderando 10s puntos A ,  B y C 
en que cortan a 10s ejes X, Y y Z , Fig. 154 
respectivamente. E s t o s planos , 
juntos con 10s coordenados forman un paralelepipedo recto rectan- 
gular. Evidentemente, la posici6n de P con relaci6n a1 sistema de 
coordenadas est$ determinada por sus distancias a 10s planos coorde- 
nados. Eatas distancias estin dadas por las longitudes de 10s segmen- 
tos dirigidos OA , OB y OC, llamados t ,  y , z ,  respectivamente. 
Entonces 10s tres nlimeros reales x ,  y y z constituyen la coordenada x , 
la coordenada y y la coordenada z de P . Cada coordenada se mide .a 
partir del origen 0 sobre el eje coordenado correspondiente , y es posi- 
tiva o negativa seglin que su direcci6n sea la misma o la opuesta a la 
de la direcci6n positiva del eje. Para el punto P (fig. 154) todas las 
coordenadas son positivas, y el punto e s 6  en el primer octante. Las 
coordenadas z, y , z de cualquier punto P se escriben en ese orden, 
se encierran en un parbntesis y el punto se representa por P (z , y , 2 ) .  

Un punto P en el espacio tiene una y solamente una terna de 
coordenadas ( x ,  y , z) relativa a un sistema coordenado rectangular 
especificado . Reciprocamente , una terna de coordenadas ( x  , y , 2 )  
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deiermina uno y solamente un punto P en el espacio con respecto a 
un sistema coordenado fijo. 

Es importante escribir las coordenadas (z, y ,  z )  de un punto P 
del espacio en su propio orden, ya que la posici6n de una coordenada 
en el conjunto indica a lo largo de qu6 eje se mide la coordenada par- 
ticular. Por esto , las coordenadas de un punto en el espacio forman 
una terna ordenada de ndmeros reales. Pur tanto, en vista de nuestra 
discusi6n previa , podemos decir que u n  sistema de coordenadas rectan- 
gulares en el espacio establece Tina co~.respondencia biunivoca entre cada 
p ~ ~ n l o  del espacio y una terna ordenada de nhmeros reoles. 

Como en Geometria analftica planz, la construcci6n de figuras 
npropiadas constituye una parte importante del trabajo desarrollado en 

z la Geometria analitica del espacio . 
4 En  este libro haremos uso de un m6- 

todo rnuy comdn llamado de proyec- 
ciones paralelas. Como se ve en la 
figura 154, 10s cjes X y Z $e trazan . 
en este sistema de proyeccibn , per- 
pendiculares entre s i ,  pero el eje X *' 
se t ram de tal Inanera que el tiagulo 
XOY sen mayor dc 90" y , usual- 
mente, se toma igunl a 135'. En- 
tonces 1 a s distancias medidas a lo 
largo de , o paralelas a ,  10s ejcs Y y Z 

2' se trazan :t escnla completa, y las 

Fig .  l j 5  distancias medidus a lo largo de , o 
paralelas a ,  el eje X se acortun unn 

cicrta cantitlad , generalmente h a s t a alrededor de siete dCcilnos 

(9) de la escala c o rn p 1 e t a .  En la Ggura 165, 10s puntos 

P1(3 , 4 ,  - 2) y Pz (- 3 ,  - 5 ,  3 )  est&n trazados de acuerdo con 
estos convenios . 

EJERCICIOS. Grupo 49 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Trazar 10s puntos cvyas coordenadas son (2.  0, - 1 ) .  (4,  - 3 ,  7 ) .  
(-  5. - 9. i) Y ( 3 ,  - 2,  4 ) .  

2. Escribir las coordenndas de 10s puntos 0. A,  B .  C y D de la figura 154 
del Articulo 107. 

3. Escribir 10s signos de las coordenadas de 10s puntos situados en cada uno 
de 10s ocho octantes. 
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4. Const ru i r  el t r i ingulo  cuyos virtices son ( 2 ,  - 1. 3 )  , (- 1, 1, 2 )  y 
(1. 5. - 2 ) .  

5. D ~ s d e  el p u n t o  P ( x ,  y, z )  se trazan perpendicolares a 10s tres ejes 
coordenados. Hallar las coordenadas de 10s pies de estas perpendiculares. 

6. Const ru i r  el tetraedro c u y o s virtices son (0, 0,  0 , ) .  (2, 0 ,  0 )  , 
(0. 2 ,  0 )  y (0. 0,  2 ) .  

7. E l  pun to  P (2, 3, 3 )  es un vdrtice del paralelepipedo recto rectangular 
formado po r  10s planos coordenados y 10s planos que pasando p o r  P son para- 
lelos a ellos. Hallar las coordenadas de 10s otros siete vlrtices. 

8. Hallar el volumen del paralelepipedo recto rectangular del ejercicio 7 y 
la longi tud  de su diagonal. 

9. Empleando la figura 154 del Ar t i ca lo  107, hallar la distancia del pon to  
P (x.  y,  z )  a cada u n o  de 10s ejes coordenados. 

10. Empleando la f igura 154 del Ar t iculo  107, hallar la distancia del origen 
a1 pun to  P ( x ,  y. z )  . 

11. Se ha trazado una recta del origen a1 p u n t o  (1, 2 ,  1 ) .  Hallar el 6ngalo 
que forma dicha recta con la parte positiva del eje Y. 

12. Establecer una propiedad comun de las coordenadae de todos loe poa tos  
que es t in :  a )  en el plano XY; 6 )  en el p lano XZ; c )  en el plano YZ. 

13. Establecer propiedades comunes de las coordenadae de todos 10s puntos  
que es t in :  a )  sobre el eje X: 6 )  sobre el eje Y: c )  sobre el eje Z. 

14. 2Cui l  es el lugar geomitrico de 10s puntos  cuya coordenada z  es igual 
a - 5 1  

15. ~ C u i l  es el lugar geomltrico de un p u n t o  que se mueve de tal m a n e n  
que su  coordenada x es siempre igual a 47 

16. i C u i l  es el lagar  geomitrico de un p u n t o  qoe se mueve de tal m a n e n  
que su coordenada y es siempre igual a 2 y su coordenada z  siempre igaal a 3?  

17. Demostrar que 10s puntos  Pl (x ,  y. z )  y P a ( x .  - y. - z )  son s imi-  
tricos con respecto a1 eje X. 

18. Establecer y demostrar teoremas ani logos  a1 del ejercicio 17 para la 
simetria de dos puntos  con respecto a1 eje Y y a1 eje Z. 

19. Se ha formado un paralelepipedo recto rectangular haciendo pasar pla- 
nos paralelos a 10s planos coordenados po r  cada o n o  de 10s puntos  PI (1, 2. 2 )  
y Pz  (3 .  6. 7 ) .  Hallar las coordenadas de 10s o t ros  seis virtices y las longitudes 
de las aristas. 

20. Hallar la longi tud  de la diagonal PlPa del paralelepipedo recto rectan- 
gular del ejercicio 19. 

108. Distancia entre dos puntos dados en el espacio. En 68te y 
10s artfculos siguientes , tendremos ocasi6n de emplear el concepto de 
proyeccidn ortogonal de un punto sobre un plano y sobre una recta en 
el espacio. La proyecci6n ortogonal de un punto P sobre un plano 
es el pie de la perpendicular trazada de P a1 plano. La proyecci6n 
ortogonal de un punto P sobre una recta I es el punto de intersecci6n 
de I y el plano que pasando por P es perpendicular a I .  La proyec- 
ci6n de un segment0 rectilfneo sobre un plano (o una recta) se deduce 
inmediatamente de estas definiciones . A d ,  si P'I y P'r son las pro- 
yecciones ortogonales respectivas sobre un plano (o una recta) de 10s 
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extremos PI y PZ de un segment0 , entonces la proyecci6n PI P2 sobre 
ese plano (o  recta) es el segment0 Pl1P2I. 

Consideremos (fig. 156) dos puntos dados cualesquiera en el espa- 
cio PI (XI , yl , 21) y PZ (22, yt, 2s). Vamos a determinar la distancia 
d = 1 I .  Por cada uno de 10s puntos PI y P2 hagamos pasar 
planos paralelos a 10s tres planos coordenados. Estos planos forrnan 
un paralelepfpedo recto rectangular que tiene a Pi Pz por diagonal y 
a PIVI,  PlVz y P1V3 por aristas. Estos planos dan tambidn las 
proyecciones ortogonales de PI y PI sobre 10s planos y ejes coorde- 
nados. Asi, PI1 y P I 2  son las proyecciones ortogonales respectivas 

Fig. 156 

de PI y P2 sobre el plano X Y ,  y PI1 P12 es la proyecci6n P1P2 sobre 
el plano XY. Tambidn A1 , Bl y CI son ]as proyecciones ortogona- 
les respectivas de Pi sobre 10s ejes X , Y y 2, y At ,  B2 , CI son 
las proyecciones respectivas de Pt sobre 10s ejes X ,  Y y 2. Para 
simplificar la figura , algunas de las proyecciones y lineas proyectantes 
se han omitido. 

E s  muy sencillo demostrar , mediante una doble aplicaci6n del 
teorema de PitAgoras, que el cuadrado de la longitud de la diagonal 
de un paralelepipedo recto rectangular es igual a la suma de 10s cua- 
drados de las longitudes de sus aristas. Por tanto, podemos escribir 

Evidentemente , por la definici6n de las coordenadas de un punto 
en el espacio, las c o o r d e n a d a s  de A1 y A2 son (21, 0 ,  0)  y 
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(22, 0 ,  0 )  , respectivamente. Por tanto, por el teorema 1 del Ar- 
ticulo 3 , tenemos - - 

PI Vi = A1 Az = 2 2  - XI .  

Anblogamente , tenemos 

Sustituyendo estos valores en la ecuaci6n ( I ) ,  tenemos 

d 2 = ( 2 2 -  ~ 1 ) ~ + ( ~ 2 - 2 / 1 ) ~ + ( 2 2 - ~ 1 ) ~ ,  

de donde, 
d = d ( z 2  - X I ) ' +  (ys - y1)' + (za - 21)' 

De aquf el siguiente 

TEOREMA 1. La distancia d entre 10s dos puntos PI (XI , yi , ZI)  y 
PZ (xz , y2 , zz ) estd dada por la fdrmda 

NOTAS. 1. Si 10s puntos Pi y Pa es t in  sobre el plano XY. las coordena- 
das z l  y z2 son ambas cero, y la f6rmula dada en el teorema 1 se reduce a la 
fdrmula dada en Geometria analitica plana. en el teorema 2 del Articulo 6. 

2. P o r  medio del teorema 1 y las definiciones de las coordenadas de un pun-  
to, podemos determinar ficilmente la distancia de cualquier pun to  del espacio a 
cada uno  de 10s planos y ejes coordenados, y a1 origen. Asi, (fig. 156) las 
coordenadas del pun to  B I  son (0. y l ,  0 ) .  P o r  tanto,  para la distancia de PI 
a1 eje Y, tenemos 

E jemplo .  Demostrar que el pun to  P l ( 2 .  2. 3) equidista de 10s puntos  
P I ( ] .  4, - 2) y Pa(3. 7. 5 ) .  

Soluci6n.  Segun el teorema 1 anterior, tenemos 

- 
P o r  tanto,  ( PIP2 1 = ( PT~ 1. E l  estudiante debe trazar la figtlra correspon- 
diente a1 ejemplo. 

109. Divisi6n de un segmento en el espacio en una raz6n dada. 
Ahora consideraremos la divisi6n de un segmento dado en el espa- 
cio en una raz6n dada. Esto es , simplemente , una ampliaci6n del 
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problema anAlogo en el plano , que se ha estudiado en el teorema 3 del 
Articulo 7 .  

TEOREMA 2 .  Si Pl(x1, yl , 2 1 )  g P? (x2 , y2 , 22) son 10s eztremos 
de un segment0 dirigido PI P2, las coordenadas ( x  , y , z )  de un punto - 
P que divide a este segment~ en la razdn r 5 P I P  : PP2 son 

DEMOSTRACI~N . Sean PI1 , P 1  y p12. (fig. 157) lfLS pI'0ye~~i0neS 
respectivas de 10s puntos P I ,  P y Pz sobre el plano X Y ,  y A i ,  A 
y Az sobre el eje X.  Las rectas proyectantes PI P i1 ,  PPf y P2 Pf2 

Fig. 157 

son paralelas y est&n todas en el mismo plano ; por tanto , por Geo- 
nlctrfa elemental , estas rectas interceptan Eegmentos proporcionales 
sobre las dos transversales PI Pz y P ' I  P12 ,  y tenemos 

An&logamente, considerando las rectns paralelas A1P11 , AP' y A2P12, 
tenemos - P A I A  X - X I  - = - = --- - 

PlPlz AA2 x 2 - x '  
( 2 )  

De las relaciones ( 1 ) y ( 2 )  , resulta 
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de donde, 

Por un procedimiento semejante obtenemos 10s valores de lrts coor- 
denadas y y z .  

NOTA. A este teorema se aplican las mismas observaciones hechas para el 
teorema analog0 en el plano (teorema 3, Art. 7) . 

Para el caso particular en que P es el punto medio del segment0 
de recta dirigido PI PZ , r = 1 , y tenemos : 

COROLARIO . Las coordenadas del punto medio del segment0 di~igido 
cuyos extremos son 10s puntos (XI , yl , ZI ) y ( xz , yz , zz ) son 

Ejemplo. Hallar las coordenadas de 10s puntos de trisecci6n y el punto 
mediodelsegmento P l (1 .  - 3, 5) y P s ( - 3 ,  3, - 4 ) .  

Fig. 158 

Solucibn. Sean A ,  y A2 (fig. 158) 10s pnntos de trisecci6n y M el punto - 
P I A I  1 

m e d i o d e P l P 2 .  Para Al  tencmos r = = = y ,  y p a r a  At t e n c m o s  
A1 Pa 

P ~ A ,  
r  = _-- = 2. P o t  tanto, para el punto A1, por el teorema 2 anterior. 

As Pa 
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Anhlogamente, para el punto  Aa, tenemos 

Las coordenadas del punto  medio M, son 

EJEBCICIOS. Grupo  50 

Dibnjar  una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la distancia entre 10s puntos  PI ( -  1, -2, 2) y P1(2, 4, - I ) .  
2. Demostrar que 10s puntoo PI (- 2. 4. - 3 ) .  Pa(4.  - 3. - 2) y 

Pa (- 3, - 2, 4) son 10s virtices de un t t i i ngu lo  equilitero. 
3. Hallar el perimetro del t r i ingnlo  cuyos virtices son A (- 2. - 3. - 2) , 

B ( - 3 .  1. 4) Y C(2 .  3. - 1 ) .  
4. Calculando c i e r t a s d i s t  a n c i a s ,  demostrar que 10s tres puntos  

(2, 0. - I ) .  (3, 2. - 2) y (5, 6. - 4) son colineales. 
6. Determinar la forma que toma la f6rmula de la distancia entre dos pun-  

tos (teorema 1, Art.  108) cuando PI y Pa estin en un plano paralelo a1 pla- 
n o  XY y a k unidades de 61. 

6. Determinar la distancia desde un punto  cualquiera P (x ,  y, z )  a cada 
nno de 10s planos y ejes coordenados, y a1 origen (viase la nota 2 del teorema 1. 
Art .  108). Ordinense 10s resultados en una tabla y obsirvese la simetria en las 
letras x. y y z .  

7. Hallar la distancia del pun to  ( -  2. 6 ,  3) a cada uno de 10s planos 
coordenados y a1 origen. 

8. Hallar la distancia del pun to  (3, - 4, 2) a cada uno de 10s ejes coor- 
denados. 

9. Demostrar que el cuadrado de la distancia de cualquier pun to  a1 origen 
es igual a la suma de 10s cuadtados de sus distancias a 10s planos coordenados. 

10. Los p u n t  o a extremos de un s e g m e n t  o son PI ( -  4, 1, 3) y 
Pa (5, - 2, 1 ) .  Hallar las longitudes de sus proyecciones sobre 10s ejes coor- 
denados. 

11. Hallar las longitudes de las proyecciones del aegmento del ejercicio 10 
sobre 10s planos coordenados. 

12. Las longitudes de las proyecciones de un segmento sobre 10s ejes coor- 
denados son 2. 2 y - 1, reapectivamente. Hallar la longitud del segmento. 

13. Los puntos  e x  t r e  m o s  de un segmento s o n  PI (XI ,  y l ,  z l )  y 
Pa (x,, ya. 22). Demostrar que la longitud de au proyecciin sobre el plano X Y  
es ignal a d (xz - x l ) a  + (y l  - y l )  a .  Sugefridn. Usese la figura 156 del 
Art iculo  108. 

14. U n o  de 10s extremos de un segmento de longitud 3 es el. punto  
(3. 2, 1 ) .  Si las cootdenadas x y y del o t ro  extremo son 5 y 3, respectiva- 

mente, hillese la coordenada z .  (Dos soluciones.) 
16. Hallar la ecuaci6n algebraica que expresa el hecho de que la distancia 

dot pun to  (x. y, z )  a1 pun to  (2, 1, 4) es igual a 5. 2QuC representa esta 
ecnaci6n? 



E L  P U N T 0  E N  E L  ESPACIO 3 2 7  

16. Determinar la ecuaci6n algebraica que expresa el hecho de que el pnn to  
( x ,  y, z )  equidista de 10s dos puntos  (3, 0, - 1) y (- 2, 2. 1) 1Qu6 
representa esta ecuaci6n? 

17. Deducir las f6rmulas para calcular 10s valores de y y z ,  y dibujar las 
figuras correspondientes, relativas a1 teorema 2 del Articulo 199. 

18. Los puntos  e x t r e m o s  de un s e g m e a t o  son P I ( - 2 .  1. 4) y 
P Z  (3, 2, - 1 ) .  Hallar las coordrnadas del punto  P que divide a este segmento - - 
en la raz6n PIP : P P a  = 3. 

19. Hallar las coordenadas de 10s puntos  de trisecci6n y el punto  medio del 
segmento cuyos puntos  extremos son (5. - 1, 7) y (- 3. 3. 1 ) .  

20. Los extremos de u n  segmento son P l ( 3 ,  2, 6) y P s  (8, 3, 8 ) .  Hallar 
las coordenadas del pun to  P que divide a este segmento en la raz6n 

- -  
P a p  : PPl = - 2. 

21. Los extremos de un segmento son P l ( 5 .  1. 2) y P1(1. 9. 6) .  Hallar -- 
la raz6n P I P  : PP, en la cnal el pun to  P (2 .  7. 5) divide a este segmento. 

22. E l  punto  P esti  sobre el segmento cuyos extremos son (7, 2, 1) y 
(10. 5, 7 ) .  Si la coordenada y de P es 4, hillense sus coordenadas x y z .  

23. Los  vertices de nn t r i ingulo  son 10s puntos (8, 0. 1 ) .  (2, 3. 6) y 
(- 1, - 3. 2 ) .  Hallar las coordenadas de su centro de gravedad. (Viase el 

ejercicio 19 det grupo 2. Art.  7.) 
24. Los virtices de un t r i ingulo  son 10s puntos (XI,  y l ,  21).  (xa, yn. za) 

y (x3. y3, 2 8 ) .  Demostrar que las coordenadas dc su centro de gravedad son 
( % [ X I  + xa + xal.  35[yl + Y Z  + ~ 3 1 .  %[ZI + zz + z a l ) .  Usese este resul- 
tad0 para comprobar el ejercicio 23. (Viase el ejercicio 20 del grupo 2, Ar-  
ticulo 7.) 

25. Demostrar que 10s tres segmentos que unen 10s puntos medios de las 
aristas opuestas de cualquier tetraedro pasan todos por  un pun to  P que 10s 
biseca. E l  punto  P se llama centroide o centro de gravedad del tetraedro. 

110. Cosenos directores de una recta en el espacio. Vimos en 
Geometrfa analitica plana que la direcci6n de una recta en el plano se 
determina por medio de su hngulo de inclinacidn o de su pendiente 
(Art. 8 ) .  En  este artfculo veremos c6mo se determina la direcci6n de 
una recta en el espacio . 

Si dos rectas esthn en el mismo plano se dice que son coplanarias. 
Tales rectas pueden cortarse o no ; si no se cortan , se dice que son 
paralelas. Por tanto, para que dos rectas cualesquiera en el espacio 
se corten o sean paralelas , es necesario que Sean coplanarias. Conse- 
cuentemente , dos rectas cualesquiera en el espacio que no Sean copla- 
narias no pueden ni cortarse ni ser paralelas ; se llaman entonces reclas 
que se cruzan. Hasta aquf se ha definido el hngulo entre dos rectns 
dirigidas sobre el supuesto de que las dos rectas o se cortan o son 
paralelas (Art. 8 ) .  Es  evidente , entonces, que debemos definir lo 
que entendemos por Bngulo formado por dos rectas que se cruzan. Se 
llama dngulo de dos reclas que se cruzan a1 jorrnado por do8 rcctas cwr- 
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Zesquiera que se cortan y son paralelas, respectivamente, a las rectas dadas 
y tienen el mismo sentido. 

La direcci6n de una recta cualquiera en el espacio se determina por 
10s 4ngulos que forma con 10s ejes coordenados. Sea 2 (fig. 159) cual- 
quier recta dirigida en el espacio . Si 1 no pasa por el origen 0 ,  sea I' 
la recta que pasando por 0 es paralela a 1 y del mismo sentido. 
Entonces 10s Bngulos a ,  0 y y formados por las partes positivas de 
10s ejes X ,  Y y Z y la recta 1' se llaman dngulos directores de la 

recta dirigida 1 .  Un Bngulo director 
puede tener cualquier valor desde 0" 
hasta 180" inclusive. Evidentemente, p; si la recta 1 es de sentido opuesto , sus 
Bngulos d i r e  c t o  r e  s son 10s Bngulos 
suplementarios respe~t~ivos . 

En la resoluci6n de nuestros pro- 
blemas , veremos que generalmente es 

y m4s conveniente usar 10s cosenos de 

a 10s Bngulos directores en lugar de 10s 

X 
Angulos m i s m o s . Estoa cosenos , 
cos a ,  cos 8 , cos y , se llaman cose- 

Fig.  159 nos directores de la recta dirigida 1 .  
Como cos (x - 0) = - cos 0, se si- 

gue que si 1 es de sentido opuesto sus cosenos directores son - cos a ,  
- cos fi y -- cos y . Por tan to ,  cualquier recta del espacio , no diri- 
gida , tiene dos sistemas de cosenos directores , iguales en valor abso- 
lute , pero opuestos en signo . 

Vamos a determinar 10s cosenos directores de una recta cuya posi- 
ci6n en el espacio est4 dada por dos de sus puntos . Sea 1 [fig. 160 ( a )  ] 
una recta que pass por 10s puntos PI (XI, 91, 21) y Pz(x2, y2, 22). 
Primero coneideraremos el caso en que 1 tiene el sentido indicado en la 
figura. Por cada uno de 10s puntos PI y P2, hagamos pasar planos 
paralelos a 10s coordenados, formando asi un paralelepipedo recto 
rectangular cuya diagonal es PI P2, y cuyas aristas paralelas a 10s ejes 
X ,  Y y Z son, respectivamente, P I V I ,  PIVZ y P1V3. Si cada aris- 
t a  tiene el mismo sentido que el eje a que es paralela, 10s Bngulos 
directores son 

a = Bngulo P2 PI VI , 0 = 4ngulo Pz PI V2, 

Ahora consideremos [figs. 160 ( b )  , (c )  y ( d )  ] 10s tres trihgulos 
rect$ngulos fomados por 10s dos puntos Pi, PI y eada uno de 10s 
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vertices V I ,  Vz y V3. Para cada uno de estos tridngulos sea - 
d = I PI P2 1 ,  en que d se determina como en el teorerns 1 del Ar- 
ticulo 108. TambiBn , como se vi6 en el Articulo 108 , 

Por tanto, de 10s tres trihngulos , tenemos , para 10s cosenos direc- 
tores , 

2 2  - XI yz - Yl Z? - 21 
cos a = -- , C O S P = ~ ,  C O S Y = -  

d *  (1 )  

Fig.  160 

Si la recta 1 se considera dirigida en el sentido de P2 a PI , entonces 
10s tres cosenos directores son 

Los resultados precedentes conducen a1 siguienk 

TEOREMA 3 .  LOS cosenos directores de la recta determinada por 10s 
dos puntos PI (XI , yl , zl) y Pz(x2, y2, ZZ) y dirigida en el sentido 
de PI a PZ , son 

X2 - X1 cos a = - 
d 

siendo d la distancia entre PI y P2. 

Zz - ZI coa y = - 
d ' 

NOTA. El estudiante debt obacrvar particularmente que d ea un n6mero 
positivo y que el signo dc cada coaeno director sc determina por el rigno del 
numerador quc es la longitud dc un scgmcnto de recta dirigido (la proyecci6n 
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de PI P a  sobre el eje coordenado correspondiente) . Este numerador se obtiene 
siempre restando la coordenada del origen de la coordenada correspondiente del 
extremo del segmento. (VCase el teorema 1, A r t .  3.) 

Si elevamos a1 cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua- 
ciones ( 1) y (2) , y sumamos, obtenemos 

Pero , por el teorema 1 , Artlculo 108, 

d2  = ( 2 2  - 21) a + ( ~ 2  - ~ 1 ) ~  + ( 2 2  - ~ 1 ) ~ .  

Por tanto, tenemos el siguiente importante resultado, 

cos2 a + cosZ (j + cos2 y = 1 , 
que dice : 

( 3 )  

TEOREMA 4 .  La suma de 10s ci~adrados de 10s cosenos directores de 
cualquier recta es igual a la unidad .  

NOTA. P o r  la ecuaci6n (3) se ve que 10s ingulos  directores de una recta no 
son todos independientes. E n  efecto, fijados dos de ellos, el tercero y su suple- 
mento quedan determinados. 

Por la ecuaci6n ( 3 )  vemos tambien que no todos 10s cosenos direc- 
tores de una recta pueden ser nulos . Como tendremos ocasi6n de rcfe- 
rirnos a este hecho , lo anotaremos como un corolario a1 teorema 4 .  

COROLARIO. De 10s cosenos directores de una recta u n o ,  cuando 
menos ,  es dijerente de cero. 

Ejemplo. Hallar 10s cosenos directores de la recta I (fig.  161) que pasa por  
10s puntos P1(2,  1, -2) y Pa(-2 ,  3, 3) y esti  dirigida de Pa a PI. 

Soluci6n. L a d i s t  a n c i a entre 
Z PI Y P a  es 

d = 4 ( 2 + 2 ) 2 + ( l - 3 ) a + ( - 2 - 3 ) '  
= 3 47. 

Entonces, como I esti dirigida de Pa a 
P I ,  tenemos 

2-(-2) 4 4 
C O S ~ = - = - - -  

d 3 43 - is  43, 
1 - 3  2 

cos fi = - = -+3, 
3 43 

X z 
- 2 - 3  1 

cosy = - = - 7 4-5. 
Fig. 161 3 4 3  
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111. Numeros directores de una recta en el espacio. En lugar de 
10s cosenos directores de una recta I conviene , a veces, emplear tres 
ndmeros reales, llamados nzimeros directores de I ,  que Sean propor- 
cionales a sus cosenos directores. Asi, a ,  b y c son 10s ndmeros 
directores de una recta I ,  siempre que 

a b c = - - -  
cos a cos 0 - cos y ' 

en donde cos a ,  cos 0 y cos y son 10s cosenos directores de I .  Evi- 
dentemente , si r # 0 ,  cualquier grupo de tres ndmeros , ra, rb y rc , 
puele servir como sistema de ndmeros directores. Del ndmero infinito 
de sistemas de ndmeros directores de cualquier recta, elegimos gene- 
ralmente , por simplicidad , el compuesto por enterov de valor num6- 
rico mfnimo . 

Como tendremos que usar frecuentemente 10s ndmeros directores 
de una recta, es conveniente introducir una notaci6n especial para 
ellos . Si tres ndmeros reales cualesquiera , a ,  b y c , representan 10s 
ndmeros directores de una recta, indicaremos esto encerrhndolos entre 
parkntesis rectangulares , asi : [ a , b , c ] . Los par6ntesis rectangula- 
res sirven para distinguir 10s ndmeros directores de una recta de las 
coordenadas de un punto que se encierran en parhntesis ordinarios. 

Los cosenos directores de una recta pueden determinarse fhcilmente 
a partir de sus nGmeros directores. En efecto , igualemos cada una de 
las razones de ( 1 )  a algdn ndmero k diferente de cero , de mod0 que 

Si elevamos a1 cuadrado ambos miembros de las ecuaciones ( 2 ) ,  y 
sumamos , obtenemos 

a 2 + b 2 + c Z =  ka(cosa a +cos2 0 +cos2 y ) ,  

la cual , por el teorema 4 ,  Art .  110, se reduce a 

a2 + b2 + c2 = k2 , 
de manertl que k =  f v ' a a + b 2 + c Z .  

Por tanto,  de las ecuaciones (2)  , tenemos el 

TEOREMA 5 .  Si [a ,  b, c ] son 10s nirmeros directores de una recta, 
stis cosenos directores son 

a cos a = * -- , cos 0 = + 
b 

v'aZ + bZ + c2 v'a2 + b2 + c' ' 
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en donde se escoge el signo superior o el inferior segzin que la recta estS 
dirigida en u n  sentido o en el sentido opuesto. 

Por el corolario a1 teorema 4 ,  Artfculo 110, y por las ecuacio- 
nes (2)  anteriores, tenemos el siguiente 

COROLARIO 1 .  De 10s niimeros directores de una recta uno , cuando 
menos , es diferente de cero . 

Por el teorema 3 ,  Articulo 110, tenemos : 

COROLARIO 2 .  U n  Sisternu de nzirneros directores para la recta que 
pasa por 10s puntos PI  (XI , yl , 21) y P2 (xz , y2 , 22) estd dado por 

Ejemplo.  Los n6meros directores de una recta 1! son [2, - 2, - 11. Ha- 
llar los cosenos directores de l si la recta estl  dirigida de tal manera que el 
i ngu lo  fl es agudo. 

Soluci6n. Por  el teorema 5  anterior, 10s cosenos directores de I ,  cuaodo la 
recta no esta dirigida, son 

L 
cos a = * = * %, cos p = - 76,  cos y = i 36.  

d 2 9 + ( - 2 ) 2 + ( -  1 ) s  

Como 1 esti dirigida de tal manera que fl es agudo, cos fl es positivo. Por  
tanto, tomando 10s signos inferiores para 10s cosenos directores, tendremos 

E J E R C I C I O S .  Grupo 51 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar 10s cosenos directores de la recta que p;sa p o  r 10s puntos 
1'1 (2, 5, - 1) .  A (3. - 2, 4) y que esta dirigida de 1'1 a 1's. 

2. Hallar 10s cosenos directores de la recta que pasa p o r 10s puntos  
PI (- 9. 2. 1) .  PS (- 7, 0, 2) y que esti  dirigida de I's a P I .  

3. Dos de 10s cosenos directores de una recta son 4/3 y - >$. Hallar el 
tercer coseno director. 

4. Hallar 10s cosenos directorea de una recta si 10s ingulos  directores a y P 
son 60' y 30'. respectivamente. 

6 .  Hallar 10s cosenos directores de una recta si a 5 45'. y = 6D0 y p es 
agudo. 

6. Hallar 10s cosenos directores de on3 recta si 0 5 45' y a = y .  
7. Hallar 10s cosenos directores de una recta que forma ingulos  iguales con 

10s ejes coordenados. 
8. Hallar el valor comSln de lo8 ingulos  directores de la recta del ejercicio7. 

(Dos soluciones.) 
9. Por  medio de 10s cosenos directores, dcmostrar que 10s tres puntos 

(4. 3. 1) .  (- 1, 2. - 3) y (- 11. 0. - I l l  son colincalta. 
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10. Si dos de 10s ingulos directores de una recta son cada uno de 60'. hillese 
el tercer i ngu lo  director. 

11. Hallar 10s ingulos  directores de la bisectriz del i ngu lo  formado por 
las partes positivas de 10s ejes X y Y ,  y despuCs determinar sus cosenos 
directores. 

12. Demostrar que si una recta es t i  en el plano XY, la relation del teore- 
ma 4 (Art .  110) se reduce a cos' a + cos" = I .  (Viase el ejercicio 19 del gru-  
p o  14, Art.  37.) 

13. Dzterminar a qu6 se reduce' la relacion del teorema 4 (Art .  110) para 
una recta que es t i :  a )  en el plano XZ; b)  en el plano Y Z .  

14. E l  segmento dirigido PI Pa tiene por cosenos directores - 2,$. 2,/3 y - );. 
Si la distancia de PI  a Pa es 3 y las coordenadas de PI  son (7. 4. 1 ) .  hallar 
las coordenadas de Pa. 

15. E l  segmento dirigido P I  Pz- tiene por  cosenos directores 9$. - 74 y 35. 
Si la distancia de YI a Pz es 7 y las coordenadas de Pa son (8. - 2, 12). 
calcular las coordenadas de P I .  

16. Hallar 10s cosenos directores de una recta cuyos numeros directores 
son [2, 4. - 11. 

17. Los numeros directores de una recta son [ -  1, - 1, 31. Hallar 10s 
cosenos directores de la recta si es t i  dirigida de tal manera que el i ngu lo  a es 
agudo. 

18. Los numeros directores de una recta son [ 5 .  - 1. 21. Hallar 10s 
ingulos  directores de dicha recta si es t i  dirigida de tal manera que el i ngu lo  y 
es agudo. 

19. Sea P  un punto  cualquiera distinto del origen, contenido en una recta 1 
que pasa por el origen. Demostrar que un sistema de nhmeros directores para 1 
esti  dado por  las coordenadas de Y. 

20. Construir  la recta que pasa por el origen y tiene por ndmeros directo- 
res [ I .  - 5, 41. 

21. Una recta 1 pasa por 10s puntos PI  y Pz. Demostrar que un sistema 
de nlimeros directores de 1 esti  dado por  las longitudes de las proyecciones del 
scgmento PI Pa sobre 10s ejes coordenados. 

22. Obtener el tesultado del ejercicio 19 como un caso particular del ejer- 
cicio 21. 

23. Construir  la recta que pasa por  el punto  (6, - 9. 2) y que tiene por 
ndmeros directores [4. 2. - I ] . 

24. Hallar un sistema de numeros directores para la recta del eiercicio 7. 
25. P o r  medio de nlimeros d i r e  c t o  r e  s demostrar qne 10s tres puntos 

(2 ,  1, 4 ) ,  (4, 4. - 1) y (6, 7, - 6) son colineales. 

112. Angulo formado por dos rectas d i r i g i d a s  en el espacio. 
Vamos a determinar el hngulo 8 formado por dos rectas cualesquiera 
dirigidas , 11 y 12 , en el espacio . Sean 1'1 y 1 'z (fig. 162) dos rectas 
trazadas por el origen y paralelas, y del mismo sentido, a I I y 12, 
respectivamente. Por definici6n (Art. 110), el 4ngulo formado por 
las rectas dirigidas I t  y l z  es el 4ngulo 8 .  Sea Pl(z1 ,  yl , 21) un 
punto cualquiera , distinto del origen , sobre 1'1 , y Pz ( zz , y~ , 2 2  ) 
otm punto cualquiera, distinto del origen sobre 1'2. Tambi6n , sea 
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- 
( I = dl , 1 I = d2 y 1 PI P2 I = d .  Por la ley de 10s cosenos 
(Ap6ndice IC , 1 1 ) )  tenemos, para el tri4ngulo OP1 P2, 

dl2 + dz2 - d 
cos 8 = 

2d1 dz 

Por el teorema 1 del ArtEculo 108, tenemos 

x- 
Fig .  162 

Si sustituimos estos valores en el numerador del segundo miembro de 
la ecuaci6n ( 1 ) , y simpljficamos , obtenemos 

Sean a, , P I ,  yl 10s Bngulos directores de 2 1 y , por tanto, de 2'1, 
y a s ,  PZ , y2 10s hngulos directores de 1 s  y , por tanto, de 2'2. For 
el teorema 3 del Articulo 110 , tenemos\ 

2 2  2s cosaz = -, cos (32 = &  cosy2 =-. 
d2 ' d2 d2 

Sustituyendo estos valores en la ecuaci6n (2 )  , obtenemos la relaci6n 
buscada 

cos 8 = cos a1 cos a~ + cos fil cos fit + cos yl COB y2. (3)  
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Esta igualdad nos dice : 

TEOREMA 6.  El dngulo 8 formado por dos rectas dirigidas cua- 
lesquiera en el espacio, cuyos dngulos directores son a1 , P I ,  yi y 
a2 , P z  , y2, respectiuamente, se determina por la relacidn 

cos I3 = cos a1 cos a2 + cos 8 1  cos P z  cos yl cos yt . 

Del teorema 6 se deducen 10s dos siguientes corolarios 

COROLA~IO 1 .  Para que dos rectas sean paralelas y del mismo sen- 
tido es condicidn necesaria y suficiente que sus dngulos directores corres- 
pondientes sean iguales; para que sean paralelas y de sentidos opuestos 
es necesario y suficiente que sus dngulos directores correspondientes Sean 
suplementarios . 

COROLARIO 2 .  Para que dos rectas dirigidas sean perpendiculares 
es necesario y suficiente que la suma de 10s productos de sus cosenos 
directores cmrespondientes sea igual a cero . 

Ahora vamos a obtener 10s resultados del teorema 6 y sus dos 
corolarios en funci6n de 10s nlimeros directores de las dos rectas. 

Sean [al  , bl , cl ] y [at  , bz , c2 ] 10s nlimeros directores de las dos 
rectas 1 1  y 1 2 ,  respectivamente. Por el teorema 5 del Artfculo 111 ,  
tenemos 

a1 cos a1 = .t cos 8 1  = * bl 
d o12 + b12 +> d a12 + b12 + c12 

C l  
COS y1 = f 

d a12 + b12 + c12 ' 

Sustituyendo estos valores en  la relaci6n del teorema 6 , obtenemos : 

TEOREMA 7. El dngulo I3 formado por dos rectas dirigidas cua- 
lesquiera en el espacio , cuyos nzimeros directores son [ a1 , bl , C I  ] y 
[ a2 , b2 , cz ] , respectiuamente , estd determinado por la relacidn 

COS 8 = f 
a1 az + bl bz + cl cz 

d a12 + b12 + ci2 d azZ + bz2 + ' 

NOTA. E l  doble signo indica que hay dos valores de 8 ,  suplementarios 
entre s i .  U n  valor especifico dc 0 puede obtenerse siempre considerando 10s dos 
sentidos de las rectas. Esto se ilustra en el ejemplo que damos a continuacibn. 



3 3 6  G E O M E T R I A  ANALITICA D E L  E S P A C I O  

Del teorerna 7 se deducen 10s dos corolarios siguientes : 

COROLARIO 1. Para que dos rectas dirigidas Sean paralelas es nece- 
sario y fiuficiente que sus nzimeros directores correspondientes sean pro- 
porcionales . 

COROLARIO 2 .  Para que dos reclas dirigidas Sean perpendiculares 
es necesario y sujiciente que la suma de 10s productos de sus ntimeros 
directores correspondientes sea igltal a cero . 

Ejemplo.  Hallar el irea del t r i ingulo  c u y o  s virtices son 10s puntos  
p , ( l ,  - 1, 21,  P2(4,  5, - 7) y J)3(- 1, 2, 1 ) .  

Soluci6n. E l  t r i ingulo  es el de la 
2 figura 163. Sea el i ngu lo  P2 PI Pa = 0. - , I P- 1 = d l  y 1 IJ1 1'8 I = d z .  E l  irea del 

( - 1 )  t r i ingulo  PS (Apindice IC. 12) 

K = X d l d z s e n  8. (4) 

E l  sentido de 10s lados del i ngu lo  8 
correspondiente a1 virtice PI  es el indicado 
en la figura. Para obtener 10s signos co- 
rrectos de 10s cosenos directores de estos 
lados, restamos las coordenadas de PI de las 
coordenadas correspondientes de Pa y Pa 
(nota.  teorema 3. Art.  110). Po r  tanto. 
por el corolario 2 del teorema 5, Art .  111. 
10s n6meros directores de 

P l P z s o n [ 4 -  1, 5 + 1 ,  - 7 - 2 1 ,  
Fig. 163 o sea. 13. 6. -91 6 [ I .  2. - 3 1 .  

y l o s d e  PIP3 s o n [ - 1 - 1 ,  2 + l .  1 - 2 1 .  osea .  [ - - 2 ,  3, - 1 1 .  

P o r  tanto,  por  el teorema 7 6 por el teorema 6, tenemos 

l ( - 2 ) + 2 . 3 + ( - 3 ) ( -  1) - - - 2 + 6 + 3  1 
cos 8 = --  

d l 2  + 2 ' +  ( -  3 ) 2  d ( - 2 ) ~ + 3 ~ + ( - 1 ) ~  4% dz - 2 '  

4 3  Como 0 es agudo, sen 0 = 4 1 - coa2 8 = -. 
L 

Por  el teorema 1 del Articulo 108. 

Sustituyendo estos valores en la relaci6n ( 4 ) ,  tenemos, para el Area buscada, 











CAPITULO XIV 

114. Introduccibn. En el capftulo precedente , consideramos el 
punto en el espacio y obtuvimos algunas propiedades fundamentales 
del punto y de la recta en la Geometria de tres dimensiones. Ahora 
vamos a comenzar el estudio sistemhtico de las ecuaciones de las figu- 
ras en el espacio. A medida que progresemos en nuestro estudio, 
veremos que una sola ecuaci6n representa , en general, una superficie. 
Una curva en el espacio , en cambio , se representa anallticamente por 
dos ecuaciones rectangulares independientes. Desde este punto de 
vista, parece m8s simple considerar primer0 el problema general de las 
superficies. Comenzaremos naturalmente con la mbs sencilla de todas 
las superficies , el plano . 

115. Forma general de la ecuacibn del plano. Vamos a obtener 
la ecuaci6n de un plano cualquiera partiendo de sus bien definidas pro- 
piedades (Art. 22) . En Geometria elemental , se dice que una recta 
es perpendicular a un plano si es perpendicular a cualquier recta del 
plano que pase por su pie. En  vista de nuestra definici6n de Bngulo 
formado por dos rectas que se cruzan (Art. 110) , diremos ahora que 
una recta es perpendicular a un plano si es perpendicular a toda recta 
del plano , sin considerar si la recta del plano pasa por el pie de la 
perpendicular o no. Hay un nlimero infinito de rectas perpendiculares 
a un plano ; cada una de tales rectas se llama normal a1 plano. 

Sea Pl(z1, y i ,  21) un punto fijo cualquiera y n una recta fija 
cualquiera en el espacio . Sean [ A , B , C ] 10s nilineros directores 
de n .  Queremos hallar la ecuaci6n del plano linico que pasa por el 
punto PI y es perpendicular a la recta n .  

Sea P ( z ,  y ,  z )  un punto cualquiera, diferente de P I ,  sobre el 
plano (fig. 164). Sea 1 la recta que pasa por 10s puntos PI y P , y 
que ,  por tanto,  est8 contei~ida en el plano. Entonces 1 y n son 
perpendiculares en tre sf. Por el corolario 2 del teorema 5, Artlculo 11 1, 
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los nGmeros directores de 1 eon [ z - z1 , y  - yl , z - 21 1. Por tanto, 
por el corolario 2  del teoremn 7 , Articulo 112 , tenemos 

y esta es la condici6n que debe satisfacer cualquier punto del plano. 
La ecuaci6n ( 1 ) puede escribirse en la forma 

y como la expresi6n encerrada entre parbntesis es una constante y , 
por tan to , puede reernplazarse por 

Z el tbrmino constante - D ,  resulta 

t i que la ecuaci6n es de la forma 

A z + B y + C z +  D = 0 .  ( 2 )  

Reciprocamente, si P2(22, y2, 22) 

es un punto cuyas coordenadas sa- 
tisfacen la ecuaci6n ( 2 ) y , por 
tanto , a la ecuaci6n ( 1 ) , se veri- 
fica que 

sY A ( %  - X I )  + B(yz  - y i )  

X + C(2z - 21)  = 0 ,  

Fig. 164 y como esta igualdad establece que 
la recta 1 , que pasa por 10s pun- 

tos Pi y Pz es perpendicular a la ~ o r m a l  n y ,  por tanto, est& sobre 
el plano , resulta que el punto Fz que est& sobre 1' est& tambibn so- 
bre el plano. Por tanto, la ecuaci6n ( 2 )  es la ecuaci6n del plano. 
Se le llama jorma general de la ecuaci6n del plano . 

Este resultado se expresa en el siguiente 

TEOREMA 1 . La ecuacidn general de un plano es de la jorma 

en donde A ,  B , C y  D son constantes, y  [ A ,  B , C ] son 10s n.lime- 
ros directores de su normal. 

Vamos a establecer ahora el recfproco del teorema 1 : 

TEOREMA 2 .  Toda ecuacidn lineal de la jorma 

en la que por 10 menos uno de 10s tres coejkientes A , B y C es dijerente 
de cero, repraenta un plano cuya normal tiene por n2imeros directo- 
res [A, B ,  C ] .  



tiene un ndmem infinito de soluciones. En efecto , por hip6tesis. uno 
por lo menos de 10s tres coeficientes A ,  B y C es diferente de cero. 
Si suponemos que A # 0 ,  podemos escribir 

B C D  z = - -  y--z-- 
A A A '  

Ahora estamos en libertad de asignar cualquier par de valores a y y a z 
y calcular el valor correspondiente de z ; cada terna tal de valores 
representa una soluci6n de la ecuaci6n (2)  y ,  en aonsecuencia, las 
coordenadas de un punto que est& sobre el lugar geometrico de la 
ecuaci6n (2) . Sean PI (zl , yi , zl) y P 2  (z2 , yz , ZZ) dos de estos 
puntos . Tendremos : 

Azl + By1 + Czl+ D = 0 ,  (3) 
Azz+Byz+Cza+D=O. (4 )  

Restando la ecuaci6n (4)  de la ecuaci6n (3 )  , resulta 

Sea I la recta que pasa por PI y P r .  Sea P s  (za , y~ , za) otm 
punto cualquiera, diferente de PI y P2, de la recta 2 .  Entonces, 
como un plano contiene a todos 10s puntos de la recta que pasa por dos 
de sus puntos, podemos demostrar que la ecuaci6n (2)  representa 
un plano demostrando que las coordenadas de Pa ~atisfacen a esta 
ecuaci6n. 

Por el corolario 2 del teorema 5 ,  Artfculo 111 , 10s nlimeros direc- 
tores de I ,  obtenidos a partir de PI y P2, son 

y , obtenidos a partir de Pi y Ps , son 

Como estos son ndmeros directores para la misma recta I ,  debemos 
tener (Art. 112) , 

Sustituyendo estos valores en la ecuaci6n ( 5 ) ,  obtenemos 
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de donde , como k # 0 ,  resulta : 

Si restamos la ecuaci6n (6 )  de la ecuaci6n ( 3 ) ,  obtenemos 

lo que demuestra que el punto P3 es t i  sobre el lugar geombtrico de la 
ecuaci6n (2) .  Por tanto, la ecuaci6n (2 )  representa un plano . Ade- 
mits, las ecuaciones (5) y (6 )  muestran que la normal a este plano 
tiene por ndmeros directores [ A , B , C 1. Esto completa la demos- 
traci6n. 

Ejemplo 1. Hallar la e c u a c i 6 n del p 1 a n o que pasa por el pun to  
P1 ( -  2. - 1, 5 )  y es perpendicular a la recta I determinada por  10s puntos  
Pa(2, - 1, 2) y P a ( -  3, 1. - 2 ) .  

Solucibn. Por  el corolario 2 del teorema 5, Articulo 111. 10s numeros 
directores de I son [ -  3 - 2. 1 + 1, - 2 - 2 1 ,  o sea, [5 ,  - 2, 41. Como I 
es perpendicular a1 plano, 10s nhmeros directores de su normal son tanlbiin 
[5,  - 2. 41.  P o r  tanto,  por pasar el plano por  el pun to  P1( -  2, - 1, 5 1 ,  
lenemos que la ecuaci6n buscada del plano es 

5 ( ~ $ - 2 ) - 2 ( y + l ) + 4 ( ~ - 5 ) = 0  
o sea. 

5x - 2y + 4 z  - 12 = o .  

Ejemplo 2. Hallar la ecnaci6n del plano que pasa por 10s tres puntos  no  
colineales P1 (2, - 1. 1 ) .  Pa ( -  2, 1. 3) y P s  (3, 2, - 2 ) .  

801ucibn. Como se nos han dado tres puntos del plano, nos queda por  
determinar simplemente 10s numeros directores de la normal a1 plano. Los  nu -  
meros directores deI segment0 P l  Pa son [ - 2 - 2,  1 + 1. 3 - 1 ] ,  o sea, 
[2. - 1, - 11. y 10s del segment0 P l  PI son [ 3  - 2, 2 + 1, - 2 - 11,  o 
sea, [ l ,  3. - 31. Como estos segmentos estan en el plano, son ambos per- 
pendiculares a su normal. P o r  tanto.  por el artificio de 10s numeros directores 
(Ar t .  113). 10s numeros directores de la normal son 

Consecuentemente, usando las coordenadas del pun to  PI  (2, - 1. 1) , hallamos 
que la ecuacion buscada es 

6 ( x  - 2 ) + 5 ( y +  1 ) + 7 ( z -  l ) = O  
o sea, 

6 x  + 5~ + 72 - 14 = 0. 

116. Discusi6n de la forma general. En el articulo anterior hemos 
obtenido que la forma general de la ecuaci6n de cualquier plano, es 



en donde [ A , B  , C  ] son 10s ndrneros directores de la normal. Corno 
por lo rnenos uno de 10s coeficientes A ,  B  y C  es diferente de cero, 
supongarnos que A # 0 .  Entonces podernos escribir la ecuaci6n en la 
forma 

B C D  
x + - y - t - z + - = O .  

A A A  

La ecuaci6n ( 2 )  contiene tres constantes arbitrarias independientes. 
Por tanto,  analiticamente, la ecuaci6n de cualquier plano queda perjec- 
tamente determinada por tres condiciones independientes . Geornktrica- 
rnente , un plano tarnbi6n queda determinado por tres condiciones 
independientes ; por ejernp!~ , tres puntos dados no colineales deter- 
rninnn un plano dnico . 

Ejemplo 1. H a l l a r  la  ecuaci6n del  p l a n o  de te rminado  p o r  10s t res  p u n t o s  
n o  colineales P1 (2, - 1, I ) ,  Pz (- 2,  I ,  3 )  y Pa (3,  2 ,  - 2) . 

Solution. E s t e  p rob lema es idhnt ico a l  e jemplo  2 del A r t i c u l o  115, p e r o  
v a m o s  a emplear  u n  m i t o d o  diferente  pa ra  su solution. 

L a  ecuaci6n buscada es l ineal  de la  f o r m a  ( I )  an tp r io r :  h a y  que  encon t ra r  10s 
valores  de 10s coeficientes. C o m o  10s p u n t o s  PI, Pz y Pa e s t i n  sobre el p l a n o .  
s u s  coordenadas deben satisfacer su  ecuacibn,  y tenemos,  respect ivamente.  

P o d e m o s  resolver  este s is tema para  t res  cualesquiera de las  l i terales  e n  t i r m i n o s  
de la  cuar ta ,  s iempre q u e  esta u l t i m a  n o  sea igua l  a cero. S i  D # 0, la so lu -  
c i6n  de l  s is tema (3) es  

S u s t i t u y e n d o  estos  valores  de A ,  B y C en  la  f o r m a  general  ( I ) ,  ob tenemos  

D i v i d i e n d o  toda la  ecuaci6n p o r  D # 0, y s impl i f i cando ,  ob tenemos  c o m o  
ecuaci6n del  p l a n o  

6 x  + 5y  +7z - 14 = 0. 

Una de las partes mds importantes de la GeometrIa analitica es la 
construcci6n de figuras a partir de sus ecuaciones. La construcci6n de 
una superficie se facilita considerablernente por la determinacidn de sus 
intersecciones con 10s ejes coordenados y de sus trazos sobre 10s planos 
coordenados . 
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DEFINICIONES . Llamaremos intercepci6n de una superficie sobre 
un eje coordenado a la coordenada correspondiente del punto de inter- 
secci6n de la superficie y el eje coordenado. 

La traza de una auperficie sobre un plano coordenado es la curva 
de interseccidn de la superficie y el plano coordenado. 

Vamos a ver ahora c6mo se obtienen las intercepciones y trazas 
de cualquier plano a partir de su ecuaci6n. La intersecci6n de un 
plano y el eje X es un punto que esth sobre el eje X .  Ambas coor- 
denadas y  y z de tal punto son cero . Por tanto,  haciendo y  = z = 0 
en la ecuaci6n ( 1 )  y despejando x ,  hallamos la intercepci6n de este 

D  plano sobre el eje X que es - -. AnBlogamente, 1as intercepciones 
A 

D D  
sobre 10s ejes Y y Z son - - y - - , respectivamente. B  C 

La intersecci6n de un plano y el plano XY es una recta que est& 
en el plano X Y .  La coordenada z de cualquier punto del plano XY 
es igual a cero . Por tanto , haciendo z = 0  en la ecuaci6n ( 1) , obte- 
nemos la ecuaci6n 

A z + B y + D = O .  

Esta ecuaci6n sola, sin embargo, no es suficiente para identiccar la 
traza del plano (1)  sobre el plano XY.  Debemos indicar tambiCn 
que la traza esth sobre el plano XY empleando la ecuaci6n z = 0 .  
Por tanto, la traza del plano ( 1 )  sobre el plano X Y  es t i  represen- 
tada analiticamente por las dos ecuaciones 

Tenemos aqui el primer ejemplo del hecho do que una curva en el espa- 
cio se representa analiticamente por dos ecuaciolies independientes. 
Anhloga,mente , haciendo y = 0  en la ecuaci6n ( 1 )  , hallamos que las 
ecuaciones de la traza del plano ( 1) sobre el plano X Z  son 

y ,  haciendo z = 0  en la ecuaci6n ( I ) ,  hallamos que las ecuaciones 
de la traza sobre el plano YZ, son 

B y + C z + D = O ,  z = O .  

Ejemplo 2. La ecuacidn de un plano es 

Hallar sus intercepciones con 10s ejes coordenados y las ecuaciones de sus trazas 
sobre 10s planos coordenados. Construir la figura. 



SoluciBn. Haciendo y = z = 0 en la ecuaci6n (4) y despejando x ,  halla- 
mos que la intercepcion con el eje X es 3. Similarmente hallamos que las in-  
tercepciones con 10s ejes Y y Z son 2 y 4,  respectivamente. 

Haciendo z = 0 en la ecuaci6n ( 4 ) .  hallamos que las ecuaciones de la traza 
sobre el plano X Y  son 

Z x + 3 y  - 6 ~ 0 .  z = O .  

Anilogamente, se halla que las ecuaciones de las otras dos trazas son 

4 x  + 32 - 12 = 0, y = 0, sobre el plano X Z ;  

2y  + z - 4 = 0, x = 0, sobre el plano YZ .  

Lag intercepciones y trazas aparecen en la figura 165. Evidentemente, las 
trazas limitan aquella porcidn del plano situada en el primer octante. Como un 

Fig. 165 

plano es ilimitado en extensi6n, podemos trazar solamente una parte de i l .  La 
porci6n que aparece en la figura 165 seri suficiente, en general, para nuestros 
prop6sitos. 

EJEBCICIOS. Grupo 63 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la ecuaci6n del plano que pasa por  el punto  (5, - 1, 3) y cuya 
normal tiene por n imeros  directores [ l ,  - 4, 21. 

2. U n  plano pasa po r  el punto  (3, 3, - 4 ) ,  y 10s cosenos directores de su 
normal son ? ( a ,  - 13ia, - S i n .  Hallar la ecuaci6n del plano. 

3. E l  pie de la perpendicular trazada desde el origen a un plano es el 
pun to  (1, - 2. 1) . Hallar la ecuaci6n del plano. 
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4. Desde el punto  (5, 4. - 7 ) .  se ha trazado una recta perpendicular a 
un plano. Si el pie de esta perpendicular es el pun to  (2. 2, - l ) ,  hillese la 
ecuaci6n del plano. 

5 .  Hallar la ecuaci6n del plano que contiene a1 pun to  (6. 4,  - 2) y es 
perpendicular a la recta que pasa por 10s puntos (7, - 2. 3) y (1. 4. - 5 ) .  

E n  cada uno de 10s ejercicios 6 y 7 ,  hallar la ecuaci6n del plano que pasa por  
10s tres puntos  dados. Usese el mi todo del ejemplo 2 del Articulo 115. 

8. Resolver el ejercicio 6 por el mi todo del ejemplo 1 del Articulo 116. 
9. U n  plano pasa por el pun to  (5, - 1. 3 ) .  y dos de 10s ingulos  direc- 

tores de su normal son a = 60' y 0 = 45'. Hallese la ecuacion del plano. (Dos  
soluciones. ) 

10. Hallar la ecuacion del plano que pasa por  el pun to  ( -  4, 2. 9 )  y es 
perpendicular al eje Z. 

11. Hallar la ecuacidn del plano que pasa por  el punto  (3, - 5. 7 )  y es 
paralelo al  plano XZ. 

12. Mallar la ecuaci6n del plano perpendicular a1 segment0 A  (3,  2, - 7)  
y B (5, - 4, 9) en su pun to  medio. 

13. Demostrar que 10s c u a t r o  p u n t o s  (2 ,  1, 3 ) .  (3 .  - 5 ,  - l ) ,  
(- 6. 7, - 9)  y (-  2. 4. - 3 )  son coplanares. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 14-19, partiendo de la ecuaci6n dada del p lano,  
hillense sus intercepciones con 10s ejes coordenados y las ecuaciones de sus trazas 
sobre 10s planos coordenados. Construyase la figura en cada caso. 

20. Hallar el volumen del tetraedro formado por  10s planos coordenados y 
el plano 6 x  + 7y + 142 - 42 = 0. 

21. Si  A. B. C y D son todos diferentes de cero, demu6strese que el tetrae- 
d ro  formado por  10s planos coordenados y el plano A x  + Bu + Cz + D = 0 

tiene un volumen igual a 

22. Const ru i r  el paralelepipedo rectangular formado por  10s planos coorde- 
nados y por 10s planos x  = 4, y = 3 y z = 2. Hallar su volumen. 

23. Const ru i r  el prisma triangular formado por  10s planos c o ~ r d e n a d o s  y 
por  10s planos x  + 2y - 4 = 0 y z - 5 = 0. Hallar su volumen. 

24. Const ru i r  el prisma formado por  10s planos coordenados y 10s planos 
y + 3z - 6 = 0 y x - 7 = 0. Hallar su volumen. 

26. Const ru i r  el prisma l imitado por 10s planos z - y = 0, y + z = 4, 
z = 0, x = 0 y x = 5. Hallar su volumen. 

117. Otras formas de la ecuacibn del plano. Supongalnos que el 
plano 

A z + B y + C z + D = O  (1) 



tiene por intercepciones respectivas con 10s ejes X ,  Y y Z a 10s n6- 
meros a ,  b y c diferentes de cero , es decir , que determina sobre 
10s ejes tres segmentos medidos en magnitud y signo por 10s ndmeros 
a ,  b y c .  Entonces 10s tres puntos ( a ,  0 ,  0 )  , ( 0 ,  b ,  0 )  y (0,  0 ,  c) 
estSln sobre el plano , y sus coordenadas satisfacen la ecuaci6n ( 1 ) .  
Por tanto,  tenemos las tres ecuaciones 

A a + D = O ,  B b + D = o ,  C C + D = O ,  
de donde , 

Sustituyendo estos valores de A , B y C en la ecuaci6n ( 1 ) , y djvi- 
diendo por - D , obtenemos la ecuaci6n 

X Y Z  -+ - -k -  = I .  
a b c  

La ecuaci6n ( 2 )  se conoce como la forma sim6trica de la ecuaci6n de 
un plano o forma de las intercepciones , o forma segmentaria. Es una 
forma restringida ya que no se puede aplicsr , por ejemplo , a un plano 
que pasa por el origen. Este resultado conduce a1 siguiente 

TEOREMA 3 .  El plan0 cuyas intercepciones respectivas con 10s ejes 
X ,  Y ,  y Z son 10s nfimeros a ,  b y c , diferentes de cero, tiene como 
ecuaci6n 

Considerernos ahora que el plano ( 1 )  contiene a 10s tres puntos no 
colineales PI ( X I  , y~ , z l )  , Pz (xz , ye , 22) y Ina (ZJ , ys , 2 3 )  . Enton- 
ces deben cumplirse las tres condiciones siguientes 

Azz + Byz + Czz + D = 0 ,  

Estas tres ecuaciones, juntas con la ecuaci6n ( I ) ,  constituyen un 
sistema de cuatro ecuaciones lineales homog6neas en A , B , C y D .  
Dicho sistema t4iene una soluci6~ diferente de cero, solamente en el 
caso de ser cero el determinante del sistema (Ap6ndice IB , 6 ; teore- 
ma) , es decir , el determinante de 10s coeficientes . 
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Segdn esto debe verificarse la igualdad : 

El estudiante debe demostrar que la ecuaci6n ( 3 )  es la ecuaci6n 
del plano que pasa por 10s tres puntos PI ,  PZ y Pa, por medio del 
mCtodo empleado en la deducci6n del teorema 13, Articulo 35. Tene- 
mos entonces el siguiente 

TEOREMA 4 .  La ecuaci6n del plano que pasa por 10s tres puntos 
dados no colineales , PI (xi , yi , ZI), Pz (xz , y2 , 22 ) y P3 ( ~ 3  , Y3 , 23) , 
en forma de determinante es 

NOTA. La ecuacidn ( 3 )  se conoce tambiin con el nombre de f o r m a  de  10s 
tres punros de la ecuacidn de un plano.  

' x y z l  

Xl y1 z 1 

x2 y2 2 2  1 

x3 Y3 23 1 

118. Posiciones relativas de dos planos. En este artsculo vamos 
a considerar las posiciones relativas que pueden ocupar dos planos 
cualesquiera cuyas ecuaciones , en su forma general, son : 

= 0 .  

El  dngulo formado por dos planos se define como el itngulo que 
forman sus normales respectivas. Por tanto, hay dos valores para 
este gngulo , suplementarios entre si .  Si 10s ndneros directores respec- 
tivos de las norrnales a 10s planos (1 )  y (2)  son [ A ,  B ,  C ]  y 
[ A t ,  Bf , Cfl , resulta , como una consecuencia directa del teorema 7 
del Articulo 112 , el siguiente 

TEOREMA 5 .  El dngulo 0 formado por 10s dos planos 



estd determinado por la jdrmula 

cos 9 = * AA1 + BBI + CCt 
. \ / A ~ + B = + c ~  . \ / A I ~ + B I ~ + C ~ Z '  

Si 10s planos ( 1 )  y (2)  son paralelos , sus normales son paralelas . 
Luego , por el corolario 1 del teorema 7 ,  Articulo 112, una condici6n 
necesaria y suficiente para el paralelisrno de dos planos estd dada por 
las relaciones 

A = kA1, B = kBt , C = k c t ,  (3 )  

en donde k es una constante diferente de cero . 
Si 10s planos ( 1 )  y (2 )  son perpendiculares, sus normales son 

perpendiculares. Por tanto, por el corolario 2 del teorema 7 ,  Articu- 
lo 112, una condici6n necesaria y suficiente para la perpendicularidad 
esth dada por la relaci6n 

AA1 + BB1 + CCt = 0 .  ( 4 )  

Dos planos son identicos o coincidentes solamente en el caso de ser 
paralelos y tener un punto comlin. Supongamos que 10s planos (1) y (2) 
son paralelos y que tienen el punto Pl(x1, 8 1 ,  21) comlin. Por ser 
paralelos se deben cumplir las relaciones (3 )  , y podemos escribir la 
ecuaci6n ( 1 ) en la forma 

Multiplicand0 la ecuaci6n ( 2 )  por k ,  obtenemos 

Como el punto Pi estd sobre ambos p 1 a n  o s ,  sus coordenadas 
(XI , yl , z ,  ) deben satisfacer a las ecuaciones ( 1 ) y ( 2),  y , por tan- 
t o ,  tambibn a las ecuaciones ( 5 )  y ( 6 ) ,  de las cuales tenemos, res- 
pectivamente , 

kA1xl + kB1yi + kCtzl + D = 0 ,  (7) 

Como 10s primeros miembros de ambas ecuacioues ( 7 )  y (8) son 
constantes e iguales a cero , son iguales entre si , de donde 

D =  kD1. 

Combinando este Gl timo resultado con las relaciones ( 3  ) an teriores , 
tenemos , como una condici6n necesaria y suficiente para la coinciden- 
cia de 10s planos ( 1 ) y (2)  , la$ relaciones 
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Un resumen de 10s resultados anteriores viene dado en el siguiente 

TEOREMA 6 .  Dados dos planos 

son condiciones necesarins y suficientes para 

a )  Paralelismo , que A = kAf , B = kB1 , C = k c 1 ,  (k f 0) ; 

b) Perpendic?ilaridad , que AAf 4- BBf + CCf = 0 ; 

c)  Coincidencia, que A = ltAf , B = kB1 , C = k c f ,  D = kDf , 
(k # 0 ) .  

NOTA. El  estudiante debe comparar este teorema con el teorema 6 del Ar- 
ticulo 30. 

Ahora estamos en posibilidad de considerar 10s casos especiales de 
la forma general de la ecuaci6n de un plano , 

en la que uno, por lo menos, de 10s coeficientes A .  B y C es dife- 
rente de cero . 

Consideremop primer0 el caso en que C = 0 ,  de manera que la 
ecuaci6n ( 1 ) toma la forma especial 

Los nlimeros directores de la normal a1 plano ( 10) son [ A , B , 0 1. 
Los ndmeros directores del eje z son [ 0 , 0 , 1 ] , y el eje z es normal 
a1 plano XY. El pIano ( 10) y el plano XY satisfacen la condici6n de 
perpendicularidad dada en el apartado ( b )  del teorema 6 ,  ya que 

Anhlogamente , podemos demostwr que 10s planos Ax + Cz + D = 0 
y By + Cz + D = 0 son perpendiculares a 10s planos XZ y YZ, res- 
pectivamente. Se desprende en cada caso , tambi6n , que el plano es 
paralelo a1 eje coordenado a lo largo del cual se mide la variable que no 
aparece en la ecuaci6n. Este resultado se expresa mediante el siguiente 

TEOREMA 7 .  Una ecuacio'n lineal que contiene Gnicamente dos varia- 
bles repTesenta un plano perpendicular a1 plano coordenado de esas dos 
variables, y es paralelo a1 eje coordenado a lo largo del cual se mide la va- 
riable que no aparece en la ecuacidn, y recCprocamente. 

NOTA. Por  l o  estudiado en la Geometria analitica plana, el lector puede 
pensar que la ecuaci6n (10) representa una linea recta. Debe obstrvar, s in 



embargo, que aqui y en nuestro estudio posterior de la Geometria analitica de 
tres dimensiones, una sola ecuaci6n en una, dos o tres variables, si tiene un 
lugar geomitrico, representa en el espacio una superficie y no  una curva. 

Consideremos ahorn In ecuaci6n lineal homogCnea en dos variables, 
es decir , una ecuaci6n en la cual falte el tkrmino constante. Enton- 
ces, para D = 0 ,  la ecuaci6n (10) toma la forrns 

Este plano pasa por el origen , y como es perpendicular a1 plano X Y ,  
debe pasar tambikn por el eje Z .  AnAlogamente , podemos demostrar 
que 10s planos Ax+Cz = 0 y By+Cz = 0 pasan por 10s ejes Y y X ,  
re~pect i~amente . Por tanto , tenemos el siguiente 

COROLARIO. Una ecuacidn lineal homogdnea en dos variables repre- 
senta un plano que pasa por el qje coordenado a lo largo del cual se mide 
la variable que no aparece en la ecuacidn, y reclprocamente. 

Finalmente , consideremos la ecuaci6n lineal en una variable sola- 
mente . Supuesto B = C = 0 ,  la ecuaci6n ( 1 ) toma la forma 

Los ndmeros directores de la normal a1 plano ( 12) son [ A ,  0 ,  0 ] o 
[ 1 , 0 ,  0 1 . Los ndmeros directores del eje X son [ 1 , 0 ,  0 1. Por 
tanto, el plano ( 12) es perpendicular a1 eje X y , en consecuencia , 
es paralelo a1 plano YZ. Anblogamente, podemos demostrar que el 
plano By + D = 0 es perpendicular al eje Y y paralelo a1 plano X Z  , 
y que el plano Cz + D = 0 es perpendicular a1 eje Z y paralelo a1 
plano XY.  Por tanto , tenemos el siguiente 

TEOREMA 8. Una ecuacidn lineal en una sola variable representa 
un plano perpendicular a1 qje coordenado a lo largo del cual se mide esa 
variable y paralelo a1 plano de las dos trariables que no jiguran en la 
ecuacidn , y reclprocamente . 

COROLARIO. Las ecuaciones x = 0 ,  y = 0 y z = 0 representan, 
respectivamente, a 10s planos coordenados YZ , XZ y X Y ,  y reclpro- 
camente . 

El estudiante debe tabular los resultados de 10s teoremas 7 y 8 y 
sus corolarios y observar la eimetria en las letras x ,  y y z .  ( V b s e  el 
ejercicio 6 del grupo 50 , Art.  109. ) 

Ejemplo 1. Hallar la e c u a c i 6 n d e l p 1 a n o  que pasa por el punto 
P (2. 1, - 3 )  y es paralelo a1 plano 5% - 2y + 42 - 9 = 0. 

 ah-. - 23. 
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Solucibn. P o r  el teorema 6 del Articulo 118, la ecuaci6n buscada es 

en donde k es una constante cuyo valor debe determinarse. C o m o  este p lano 
paaa po r  el p u n t o  P las coordenadas (2, 1, - 3) deben satisfacer la ecua- 
ci6n (13).  y tenrmos 

de donde k = 4. Po r  tanto,  la ecuaci6n buscada es 

Ejemplo 2. Hallar la ecuacion del p lano perpendicular a1 p lano X Y  y que 
pasa po r  10s puntos  P I  (1. 5, - 3) y Pz(- 5. - 4, 1 1 ) .  

Soluci6n. C o m o  el plano buscado es perpendicular al plano XY,  su ecua- 
ci6n,  po r  el teorema 7 del Articulo 118, debe ser de la forma 

C o m o  el p lano (14) pasa po r  10s puntos  P I  y Pz .  las coordenadas de estos 
pun tos  deben satisfacer a la ecuaci6n ( 1 4 ) ,  y tenemos las dos ecuaciones 

L a  soluci6n de las ecuaciones (15) y (16) para A y B en t i tminos  do D da 
A = y+D, B = - 3 4 0 .  Susti tuyendo estos valores en la ecuaci6n (14) y d iv i  - 
diendo po r  D # 0, hallamos la ecuaci6n buscada 

Ejemplo 3. Hallar la e c u a c i 6 n del p l a n  o quo pasa po r  el p u n t o  
P (5, 2, - 3)  y es perpendicular a cada uno  de 10s planos 2x - y + 22 - 9 = 0 
y x + ~ y - 5 z + ~ = o .  

Soluci6n. Podriamos usar el mi todo  del ejemplo 2,  pero aqui seguiremos 
o t ro  mi todo.  

Pr imero vamos a hallar 10s numeros directores de la normal a1 p lano buscado. 
Esta normal es perpendicular a cada una de las normales a 10s planos dados. P o r  
tanto ,  por  el art if icio de 10s numeros directores (Ar t .  113),  sus numeros direc- 
cores son 

P o r  tanto ,  la ecuaci6n del plano que pasa por  el pun to  P ( 5 ,  2, - 3) y tiene 
una normal cuyos numeros directores son [ I ,  - 12, - 71 es 

l ( x - 5 ) -  1 2 ( y - 2 ) - 7 ( z + 3 ) = 0  
o sea, 

x - 12y - 72 - 2 - 0. 



EJEBCICIOS. Grupo 64 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la ecuaci6n del plano cuyas intercepciones respectivas con 10s ejes 
X,  Y y Z son - 5 .  3 y 1. 

2 .  La ecuaci6n de un plano es 2x - 3y + 92 = 1. Escribir la ecuaci6n en 
la forma simitrica. 

3. Escribir en forma de determinante la ecuaci6n del plano que pasa por  10s 
tres puntos  (6, 2. 0 ) .  (4. - 1, 2)  y (3. 4, - I ) .  A partir  de ella hallese la 
forma general de la ecuaci6n del plano. 

4. S i d e  10s cuatro puntos  ( X I ,  y l ,  21) .  (xz,  yz, 22 ) .  (xa.  y3, 28) Y 
( ~ 4 .  y4. 24) n o  hay tres que Sean colineales, demuistrese que una condici6n 
necesaria y suficiente para que Sean coplanares est6 dada por  el deteiminante 

5. Demostrar que  10s c u a t r o  p u n t o s  (1. 0, - 4 ) .  (2, - 1, 3) 
(- 2, 3, 5) y ( -  1,  2,  4)  son coplanares. 

6. Hallar el i ngu lo  agudo formado por 10s planos 3x +y - z + 3 = 0 y 
x - y + 4 z - 9 = 0 .  

7. Hallar el i ngu lo  agudo formado por el plano 5x + 4y - z + 8 = 0 y 
el plano XY. 

8. Deducir el apartado (a )  del teorema 6 directamente del teorema 5 del 
Articulo 118. 

9. Deducir el pun to  (6) del teorema 6 directamente del teorema 5 del Ar -  
t iculo 118. 

10. Obtener el corolario del teorema 8,  Articulo 118, considerando las co- 
ordenadas de un  pun to  que estd en un  plano coordenado. 

11. Construir  las figuras respectivas para ilustrar cada uno  de 10s planos 
especificados en 10s teoremas 7 y 8 y en sus corolarios (Ar t .  118). 

X I  y1 z1  1 

X l  y2 2 2  1 

x3 y3 2 3  1 

X4 Y 4  2 4  1 

12. Si dos planos son paralelos, demukstrese que sus trazas sobre cualquiera 

= 0. 

de 10s planos coordenados son dos rectas paralelas. 
13. Hallar la ecuacibn del plano que  pasa por el pun to  (3, - 2,  6) y es 

paralelo a1 piano 4y - 32 + 12 = 0. 
14. Hallar la ecua.ci6n del plano perpendicular al plano X Y  y que pasa po r  

10s dos puntos  (2 ,  - 2. 11) y ( -  7, - 8. - 3 ) .  
15. Hallar la ecuaci6n del plano perpendicular a1 plano 4x-3y +22 - 9  = O  

y que pasa por 10s dos puntos  (2. - 6, 4)  y (3, - 7, 5 ) .  

(Viase el corolario del teorema 12. Ar t .  34.) 

16. Hallar la ecuaci6n del plano que pasa por el pun to  (4. - 2, 1) y es 
perpendicular a cada uno de 10s planos 

17. Hallar la ecuaci6n del plano perpendicular al plano XZ y que pasa po r  
10s dos puntos  (4, - 7, 2)  y (12. - 11. 7) .  

































CAPITULO XV 

LA RECTA EN EL ESPACIO 

122. Introducci6n. En el capftulo anterior hicimos un estudio del 
plano como la mis  sencilla de todas las superficiee. Podriamos conti- 
nuar nuestro trabajo estudiando superficies m8s complicadas antes de 
considerar las curvas en el espacio . Pero la lhea recta en el espacio , 
considerada como la interseccidn de dos planos diferen.tes , se presenta 
tan naturalmente despues del estudio del plano , que dedicamos com- 
pleto el presente capltulo a su estudio. El siguiente capftulo lo reser- 
varemos para tratar el problema general de las superficies. 

123. Forma general de las ecuaciones de la recta. Sea 1 la recta 
de interseccidn de dos plan08 diferentes cuaksquiera, cuyas ecuacio- 
nes , en la forma general, son 

Cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan ambaa ecuaciones del 
sistema (1 )  est& sobre cada uno de 10s planos y , por lo tanto, esti 
sobre su interseccidn 1. Reciprocamente , cualquier punto que eat6 so- 
bre l debe estar sobre cada uno de los planos, y sus coordenadas 
deben satisfacer, por lo tanto, ambaa ecuaciones. Segdn esto, Ias 
dos ecuaciones del sistema ( 1 ) , consideradas s i r n u l t d n e a ~ t e  , son 
las ecuaciones de una recta en el espacio. El sistema (1) es llamado, 
apropiadamente , !orma general de h s  ecuaciones de h recta. 

En seguida observernos el hecho importante de que las ecuaciones 
de cualquier recta particular en el espacio no son Qnicas. En efecto, 
podemos considerar , como en el Articulo 121 , que la recta 1 ,  repre- 
sentada por el aistema ( 1 ) , es la arista del has de planos 

AIZ + BIY 4- CIZ + Dl + k(A;z + Bsg + Caz + Ds) - 0 ,  (2) 
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en donde el partimetro k puede tomar todos 10s valores males. Por 
tanto, las ecuaciones de dos planos diferentes cualesquiera de la fami- 
lia (2) pueden servir como ecuaciones de la recta I. Geomdtrica- 
mente , t ambih ,  una recta ests completamente determinada por dos 
p lano~ diferentes cualesquiera que pasen por ella. 

124. Forma simetrica de las ecuaciones de la recta; ecnacibn de 
la recta que pasa por dos puntos, y ecuaciones parametricas de la recta. 
Para muchos problemas, la forma general de las ecuaciones de una 
recta no es tan conveniente como otras ciertas formas que vamos n 
deducir a continuaci6n. Vamos a basarnos en que una recta queda 
perfectamente determinada por uno de sus puntos y su direcci6n, o 
por dos cualesquiera de sus puntos. La deducci6n de las ecuaciones se 
basarti en lo dicho en el Artfculo 25 sobre la ecuaci6n de una recta, 
dado uno de sus puntos y la pendiente. Dejniremos a la lhea recta 
como una curva del espacio caracterizada por la propiedad de que sus 
nfimeros directores Sean iddnticos a (o proporcionales a) 10s ntimeros 
directores correspondientes de cualquier segmento de la recta. 

Sea PI (XI, PI, 21) un punto dado cualquiera de la recta I cuyos nti- 
meros directores son [ a ,  b  , c 1. Sea P (z , y , 2) un punto cualquiera 
de I diferente de PI. Entonces , por el corolario 2 del teorema 5,  
Artfculo 111 , un sistema de ndmeros directores para I esth dado por 
[ z - XI, y - yl , z - 211 . Por tanto, por nuestra definici6n de Ifnea 
recta, las coordenadas de P deben satisfacer las relaciones 

2 - 21 = ka, y - yi = k b ,  2-21 kc, ( 1  

en donde k es una condante diferente de cero . Estas relaciones son, 
por tanto, las ecuaciones de la recta 1 que pasa por un punto dado y 
tiene una direcci6n dada . 

Si 10s ntimeros directores [ a ,  b ,  c ]  de I eon todos diferentes de 
cero , ee acostumbra esoribir las ecuaciones ( 1)  en la jorma sidtrica 

Si a , fl , y mn 10s 4ngulos directores de I ,  entonces (Art. I l l  ) 
la forma simdtrica (2) puede escribirse tambidn en la forma 

Z = P - Y - -  2-21 

cog a cos fl cos y ' ( 3 )  

aiempre que ningtin coseno director sea igual a cero. 
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Cada una de las formas ( 1) , ( 2) y (3) consta de tree ecuacio- 
nes, pero en cada caso solamente dos de estas ecuaciones son inde- 
pendientes . 

Si uno o dos de 10s numeros directores [ a ,  b ,  c ]  de 1 son cero, no podemor 
urar ni la forma (2) ni la (3).  En tales caros, debemos emplear las relacio- 
nee (1). Por  ejemplo, digamos que a = 0, pero b y a son ambor diferentes 
de cero. Entonces por las relaciones (1).  tenernos, para las ecuaciones de 1. 

x 5 XI, y - y1 = kb,  z - zh = kc, 

las cualer. de acuerdo con la forma aimLtrica (2).  pueden escribirw como 

Para a = 0, la recta 1 es perpendicular a1 eje X y. por trnto, es paralela a1 
plano YZ. Debe esrar, en conrecuencia, robre un plano paralelo a1 plano YZ. 
Esto se indica analiticamente por la ecuaci6n x = XI. El  eatudiante debe obte- 
ner y dircutir Ira ecuaciones de una recta para todas las combinaciones poribtes 
de uno o doe numeros directores iguales a cero. 

Vamos a hacer un resumen de 10s resultados precedentes en el m- 
guiente 

TEOREMA 1. La recta que pasa por el punto dado PI (XI, y~ , ZI) 
y cuyos nzimeros directores son [ a , b , c ] time por ecuaciones 

X - x l =  ka, y-yl= kb, a - a l -kc ,  

en donde k es una constante dijerents de csro . 
Si 10s nzimeros directores [ a ,  b ,  c ]  son todos diferentes de cero, 

estas ecuacwnes p d e n  escribirse en kr jorma s i d t r i c a  

NOTA. E r  importante para el estudiante obaervar que lor nCmeros directorer 
de una recta pueden obtenerse directamente de la forma simitrica, solamente ri 
el coeficiente de cada una de las variables x. y y z en la unidad poritiva. 

Ejemplo. Hallar las ecuacioner de la recta que pasa por el psn to  (-3. 2. 1) 
y en perpendicular a1 plano 4% + 3y - 12 = 0. 

Solucibn. Por el teorema 2 del Articslo 115, lor nlmeros dinctorer de la 
recta son [4,  3, 0 1 .  Por tanto, por el teorema 1 anterior, lar ecsacioner de 
la recta son 

2 X+~=V--, Z .. 1. 
4 3 

E l  estudiante debt dibujar la figura para erte ejemplo. Debe demortrar tam- 
biLn que la recta es perpendicular a1 eje Z y que er t i  en un plaao paralelo a1 
plano XY. 
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En seguida deduciremos las ecuaciones de la recta I que p a s  por 
10s puntos dados PI (XI, yl , 21) y Pz (zz , yl , 2,). Por el corolario 2 
del teorema 5 ,  Articulo 111 , un sistema de ndmeros directores para I 
ests. dado por [za - 21, yr - yl,  zz -211. Por tanto, por el teore- 
ma 1 anterior, las ecuaciones de I son 

en donde k es una constante diferente de cero. 
Si todas las coordenadas correspondientes de Pi y P2 son diferen- 

tea entre sf, es decir , XI # $2 , yi # gr , zi # zz , podemos escribir las 
ecuaciones (4) en la siguiente forma 

Vamos a hacer un resumen de 10s resultados precedentes en el si- 
guiente 

TEOREMA 2 .  La r e c t a  que pasa por 10s dos p u n t o s dados 
Pi (xi, yl , 21) y Pz (xs , ya , 22) time por ecuaciones 

en donde k es una constante diferente de cero. 
Si la coordenadas de PI y P2 son tales que xi # x2, yi # y2, 

21 # 2 2 ,  estas ecuaciones pueden escribirse en la fornaa 

Consideremos ahora la recta I que pasa p o r el p u n t o  dado 
PI (XI , yl , 21) y tiene 10s &ngulos di- 

Z rectores dados a, 0, y. Sea P (z, y, z) 
un punto cualquiera de I ,  y t la lon- 
gitud del segmento de recta variable 
PP1. Vamos a considerar a t positi- 
vo o negativo s e d n  que P eat6 do un 
lado o del otro de Pi, como aparece 
en la figura 168. S e g h  esto , la va- 
riable t puede tomar todos 10s valores 
reales incluyendo el valor cero cuando 
P coincide con Pi. Evidentemente, 

Fig. 168 para cada valor asignado a 1 ,  la posi- 
ci6n de P queda perfectamente defi- 

nida con respecto a1 punto fijo PI. 
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Por el teorema 3 del Artfculo 110, tenemos las relaciones 

de donde 

z = z 1 + t c o s a ,  y =  y l + t c o s f l ,  z = z l + t c o s y .  (6) 

Observando las ecuaciones (6) , vemos que , asignando un valor par- 
ticular a t ,  10s valores de z , y y z quedan determinados . Pen, estos 
son las coordenadas de un punto P de 1. Se sigue por esta (Art. 89) 
que las ecuaciones (6) son las ecuaciones param#&im de la recta I ,  
siendo la variable auxiliar t el pardmetro. De aquf el aiguiente 

TEOREMA 3 .  La recta que pasa por el punto PI (XI, yl , zl) y tiene 
10s dngulos directores a ,  P , y , tiene por ecuczn'ones param&tricas 

en donde el pardmetro t representa la longitud dirigida de PI a un punto 
cualquiera P (x , y , z )  de la recta. 

NOTA. Anotamos previamente que una recta en el espacio se representa ana- 
liticamente pot dos ecuaciones indeptndientes. Aqui observamos qae ana recta 
en el espacio se representa por rres ecuaciones paramltricas. Pero si eliminamos 
a1 parimetro t entre estas tree ecuacionea, obtenemos las dos ecnaciones inde- 
pendienter usuales. 

EJEBCICIOS. Grupo 57 

Dibujar ana figura para cada ejercicio. 

1. Las ecaaciones de una recta 1 son 

3 x - 2 y + 4 2 - 9 = 0  y x + y - 2 ~ + 5 = 0 .  

Obtener otro par de ecuaciones para I .  Comprobar el resaltado hallando las co- 
ordenadas de dos puntos que estin sobre I partiendo de las ecuaciones dsdas y 
demostrando entonces que estas coordenadas satisfacen a1 naevo par de ecaa- 
ciones. 

2. Hallar las ecaaciones de la recta que pasa por el punto (2, - 1, 4) y 
tiene por numeros directores [3, - 1. 61.  

3. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el pnnto (4. 0, 5) y er 
paralela a la recta cuyos numeros directores son [ 1. - 1. 31. 

4. Hallar Ias ecuaciones de la recta que pasa por el panto (- 3, 2. 7) y es 
perpendicular a1 plano 2x - 3y + z = 0. 

6. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (- 2. 4, 3) y 
cuyos numeros directores son [Z, 0, - 3 1 .  

6. Una recta paaa por el punto (6. 3, - 2) y es perpendicular a1 plano 
4y + 72 - 9 - 0. Hallar sus ecuaciones. 
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7. Doa de lor Ingulor directores de una recta son a = 45'. P = 60'. Si la 
recta para por el punto (4. - 1, 4) .  hillenre sur ecuaciones. (Dor solu- 
cioner. ) 

8. Hallar las ecuacioner de la recta que para por el punto (3, - 2. 7) y 
corta a1 eje X perpendicularmente. 

9. Una recta er perpendicular a1 plano XY y c o n  t i e  n e a1 punto 
(3, - 4, - 14) . Hallar rus ecuacioner. 

10. Loa n6meros directorer de una recta ron [ 0 ,  0 ,  11 y la recta pasa por 
el punto (- 2. 1. 7).  Hallat sur ecuaciones. 

En  cada uno de 108 e j e r c i c i o r 11 - 16, una recta pasa por el punto 
PI (xl,  y1, z l )  y tiene por numeror directorer [ a ,  b. c ]  . Hallar las ecuaciones 
de la recta cuando rua n6meros directorer ron lor que se indica. Intetpretar lo8 
rerultados analitica y geom4tricamente. 

17. Hallar Ira ecuaciones de la recta qne pasa pot el punto (- 7, 3. - 5)  y 
er perpendicular a cads una de lar do8 rectar cuyoa numeton directores son 
r4. - 2 .  31 y [ I .  2. -21 .  

18. Hallar lasecuacioncr de la recta que para pot  el punto (- 6. 5 ,  3) y 
3z + 5 er paralela a la recta k4 3- - -. - 2 2 6 

19. Hallar la8 ecuacioner de la8 recta que para pot  el punto (3. - 3, 4) y 
er perpendicular a cada una de lar rectar 

20. Hallat el Ingulo agudo formado por Ira rectas 

81. Demortrar que ri una recta eat6 en el plano XY, sin rer perpendicular 
ni  a1 eje X ni a1 Y, y contiene a1 punto pl (xl,  yl ,  0 ) .  sur ecuacioner pueden 

ercribitse en la forma "- B, z - 0. ( V e t  el ejercicio 21 del 
cor a con B 

grupo 14, Art. 37.) 

88. Hallar lar ecuacioner: a )  del eje X ;  6)  del eje Y ;  c) do1 eje 2. 

En cada uno de 108 ejercicior 23-26. hallar las ecuacioner dc la recta que pasa 
pot  lor dor puntor dador. 

E n  cada uno de 10s ejercicior 27-32. hallar lar ecuacioner de la recta que para 
por lor puntor PI(*,, yl. z l )  y P2(xz, y ~ ,  21). cuando lar coordenadas 
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correspondientes de PI p Pa estbn relacionadas como se indica. Interpretar 10s 
resultados analitica y gaomitricamente. 

33. Hallar las ecuaciones paramitricas de la recta que pasa por el pun to  
(6, - 4, 2) y tiene por  bngulos directores a = 60". fi = 135". (Dos  solu- 
ciones. ) 

34. Hallar laa ecuaciones paramhtricas de la recta que pasa po r  el pun to  
(5, - 3, 0) y tiene por  ndmeros directores [2,  - 2, 11. 

35. Hallar las ecuaciones paramitricas de la recta que pasa por lor dos pun-  
tos  ( I ,  2 ,  - 3 )  y (2. 6,  5) .  

36. Demostrar que si una recta pasa por  el pun to  PI (XI. yl, 21) y tiene 
por numeroa directores [ a ,  b ,  c ]  , sun ecuaciones paramitricas pueden escribirse 
en la forma 

x = XI + a t ,  y = yl + b t ,  z = zl + c t ,  

en donde t  en el parirnetro. i Q u i  relaci6n guarda este par lmetro  con el pa r l -  
metro t del teorema 3. Articulo 1241 

37. Escribir Ian ecuaciones paramitricas de una  recta que esti  si tuada: 
a) en el plano XY: b )  en el plano XZ: c )  en el plano YZ. 

38. Las ecuaciones paramitricas de una  recta son 

Reducir estas ecuacionea a la forma simhtrica. Hallar Ian coordenadas de dos  
puntos  de la recta y construir  dicha recta. 

39. Reducir la forma simitrica del teorema 1 a la forma paramitrica del teo- 
rema 3 ,  Articulo 124. 

40. Reducir la ecuaci6n de la recta que pasa por  dos puntos  dada en el teo- 
rema 2 a la forma paramhtrica del teorema 3, Ar t iculo  124. 

125 Planos proyectantes de una recta. Supongamos las ecua- 
ciones de una recta 1 dadas en la forma general 

Hemos visto (Art. 123) que la recta 1 puede representame tambi6n 
por dos planos diferentes cualesquiera de la familia de un haz de 
planos 

A l x + B l y + C 1 z + D 1 + k ( A s ~ + B t ~ + C s z + D r ) = O .  (2) 

Dado que hay un nbmero infinito de pares de planos que definen a la 
recta 1 como su intersecci611, es natural que escojamos aquellos 
planos que Bean m4s btiles para nuestros prop6sitos. Estos son 
10s planos que paean por 1 y son perpendiculares a 10s planos 
coordenados ; llamados , apropiadamente , 10s planos proye-ctunta de 
la recta. 
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Por el teorema 7 del Artfculo 118, un plano perpendicular a un 
plano coordenado se represents por una ecuaci6n lineal que contiene 
solamente dos variables, las variables del plano coordenado par- 
ticu1s.r. Por tltnto, para obtener un plano proyectante determinado 
de la recta ( I ) ,  rtsignamos un valor tal a1 padmetro k en la ecua- 
ci6n (2) de manera que la ecuaci6n resultante contenga solamente la8 
dos variables deseadas . Este procedimiento consiste , evidentemente , 
en la eliminaci6n de unrt de 1as vctriables de las dos ecuaciones de la 
recta ( 1 ) .  

Ejemplo 1. Hallar las ecuaciones de 10s tres planos proyectantes de la recta 
I :  2x + 3y - z = 4, x - y + z = 4 .  Construir la recta por medio de estos 
planos proyectantes. 

Fig. 169 

Solncibn. Para eliminar la variable z basta sumac las ecuaciones dadas. 
Esto nos da 

3x + 2 y  = 8. (3) 

que es la ecuaci6n del plano proyectante de la recta dada sobre el plano XY. 
La variable y puede eliminarse multiplicando la segunda ecuaci6n de la recta 

por 3 y sumindola a la primera ecuaci6n. Esto nos da 

que es la ecuaci6n del plano proyectante sobra el plano XZ. 
Anilogamente, eliminando la variable x, obtenemos 

5y - 32 + 4  0 0, (5) 

para ecuacidn del plano proyectante robre el plano YZ. 
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Dos cualesquiera de 10s tres planos proyectantes son suficientes para determi- 
nar la recta I. Usemos, por ejemplo, 10s planos proyectantes (3) y (4) para 
construir la recta I, tal como se ve en la figura 169. Dos de 10s puntos de I ,  
PI y Pa, determinados por estos planos, estin sobre 10s planos coordenados; 
estos puntos se llaman puntos de penetracibn o trozos' de la recta I. 

El  mitodo para localizar cualquier punto P de la recta I tambikn esti indi- 
cad0 en la figura 169. Esto se logra haciendo pasar an plano 8 paralelo a1 pla- 
no YZ. El  plano 8 corta a 10s planos proyectantes en dos rectas. 11 y 11: el 
punto P es entonces el punto de intersecci6n de 1 1  y l a .  Este metodo es de con- 
siderable importancia para localizar cualquier punto sobre una curva del espa- 
cio; seri considerado mis adelante en el Capitulo XVII. 

Las ecuaciones de dos de 10s planos proyectantes de la recta (1)  
pueden escribirse en la forma 

Se les llama jorma proyeccidn de las ecuaciones de una recta. Esta 
fcrma es dtil para ciertos tipos de problemas ; el siguiente ejemplo es 
una ilustraci6n de esto . 

Supongamos que las ecuaciones de una recta I se nos dan en la 
forma general ( 1 ) . Queremos demostrar que I estA en un plano par- 
ticular cuya ecuaci6n puede escribirse en la forma 

Un metodo, por supuesto, es obtener las coordenadas de dos de 10s 
puntos de I y demostrar que satisfacen a la ecuaci6n (7).  Un segundo 
metodo consiste en demostrar que I es perpendicular a la normal a1 
plano (7) y que uno de sus puntos est& sobre ese plano. Un tercer 
metodo consiste en demostrar que la ecuaci6n (7) se convierte en una 
identidad en z cuando y y z son reemplazadas por sus valores dedu- 
cidos de la forma proyecci6n (6) de I .  Un cuarto metodo es demos- 
trar que el plano (7) es un miembro de la familia de planos (2 ) .  En el 
siguiente ejemplo vamos a aplicar el tercer metodo. 

Ejemplo 2. Demostrar que la recta 

estl contenida en el plano 
x + 6 y + 4 z + 1  = O .  

Solucibn. Eliminando las variables z y y sucesivamente de las ecuacio- 
nes (8), hallamos que las ecuaciones de la recta en funci6n de 10s planos pro- 
yectantes (forma proyeccibn) son 

1 15 1 19 y = - - x - -  
2 

14. z = - x + - .  
2 14 
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Sustituyendo estos valores de y y 2 en la ecuaci6n (9) ,  obtenemos 

una identidad para todos 10s valores de x. Esto mllestra que Ias coocdenadas de 
todos 10s puntos de la recta (8) satisfacen a la ecuaci6n (9) del plano. 

Los planos proyectantes de una recta son una simple ilustraci6n de 
un concepto importante en el estudio y construcci6n de las curvas 
generales en el espacio . Este tema aer& considerado m4s ampliamente 
en el Capltulo XVII . 

126. Reducci6n de la forma general a la forma simbtrica. Es clam 
que la forma simdtrica de las ecuaciones de una recta ee, frecuente- 
mente , mBs conveniente que la forma general. Por ejemplo , dada 
una recta, por su forma simetrica , es posible obtener inmediatamente 
10s n6mems directores de la recta y las oordenada~ de uno de sus 
puntos. Ademhs, la forma simetrica da tambien, inmediatamente , 
las ecuaciones de 10s plan08 proyectantes ; dada la forma general, es 
necesario , casi siempre , eliminar una o mBs variables. Por eato , 
vamos a considerar ahora el problema de reducir la forma general a la 
forma simbtrica. Este metodo quedah mejor explicado por medio de 
un ejemplo . 

Ejemplo 1. Las ecuaciones de una recta son 

Hallac la forma simitcica. 
Solncibn. Del sistema ( I ) ,  despejando x en funci6n de y se obtiene 

y despejando x en funci6n de 2, cesulta 

Igualando estos resultados, tenomos 

Como en la focma simitcica 10s coeficientes de la8 variables deben set unitarios 
y positivos, vamos a escribir estas ecuacione8 en la forma 

o. para mayor clacidad, en la forma 



LA R E C T A  EN EL ESPACIO 3 8 1  

La forma simitrica muestra que 10s numeros directores de la recta (1) son 
[2, - 3, - 71 y que el punto (0. - 1. - 7) esti  sobre ella. 

Se pueden obtener formas simitricas de la recta (1) despejando y en funcidn 
de x y z ,  o z en funci6n de x y y. E n  cada caso se obtendrin 10s mismos nu-  
meros directores, pero laa coordenadas del punto serin diferenres. 

La reducci6n puede efectuarse tambiin hallando la8 coordenadas de dos pun- 
tos de la recta (1) y aplicando la fdrmula de las ecuaciones de la recta que pasa 
por 10s dos puntos. 

Cuando se necesita obtener solamente 10s ndrneros directores de una 
recta partiendo de su forma general, es conveniente emplear el artificio 
de 10s ndmeros directores (Art. 113). Esto se ilustra en el siguiente 
ejemplo . 

Ejemplo 2. Demostrar que la recta 

es paralela a1 plano- 
3 x - 2 y  4 - 8 2 - 5  5 0 .  

Solncibn. Como la recta (2) esti  en cada uno de 10s planos quo la definen, 
er perpendicular a cada una de Ias normales de estos planos. Los ndmeros direc- 
tores de ertas normales son [ I .  - 1. 21 y [ l ,  2, 81. Por tanto, por el artifi- 
cio de 10s nbmeros directores, 10s n6mtros directores de la recta (2) son 

o sea [4. 2. - 11. Loa n6meros directores de la normal a1 plano (3) son 
[3, - 2, 81. Entonces. como 

se sigue quo la recta (2) es perpendicular a la normal a1 plano (3) y, pox tanto, 
es paralela a1 plano. 

EJEBCICIOS. orup0 68 

Dibujar unr figura para cada ejercicio. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 1-5, hallar 10s planos proyectanter de la recta 
cuyaa ecuaciones se don. Usense estos planos proyectantes para construir la recta. 
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6. Las ecuaciones de una recta son 

Hallando las coordenadas de dos de 10s puntos de esta recta, demuistrese que esti 
en el plano 2% + 7y - 122 + 49 = 0. 

7.  Las ecuaciones de una recta son 

Poniendo estas ecuaciones en funci6n de 10s planos proyectantes, demudstrese 
que esta tecta esti  en el plano 3% + 2y - z + 1 = 0. 

8. Las ecuaciones de una recta son 

Empleando el haz de planos que tiene a esta recta por eje, demuistrese quo esti  
en el plano x - 6y - 22 - I - 0. 

9. Demostrar que la recta * = = k7 e s t i en el plano 
4 - I 2 

x -2y - 3 2  - 8  - 0 .  
10. Las ecuaciones de una recta 1 son 

y la ecuaci6n de un plano 8 es 6% - 8y + 232 - 14 = 0. Obtener las ecuaciones 
parametricas de 1 y sustituir estos valores de x ,  y y z en la ecuacion de 6. 
Demostrar que la ecuaci6n resultante es una identidad en el parimetro t y,  po t  
tanto, que 1 esti  en 8. 

11. Demostrar que la recta 7% - y - z + 8 = 0. 3% + 5y - 22 - 3 = 0. 
esti  en el plano 5% - 17y + 42 + 25 = 0 empleando las ecuaciones paramdtricas ' 
de la recta. 

12. Si una recta es paralela a uno de 10s planos coordenados, demulstrese 
que tiene solamedte dos planos proyectantes diferentes. 

1s. Hallar la ecuacidn del plano determinado por la recta 

y el punto (3, - 1. 2 ) .  
14. Hallar la ecuaci6n del plano determinado por la recta 

y el punto (2. 0. - 4). 
16. Las ecuaciones de una recta son 

Hallar las coordenadas de cada ano de sus puntos de penetration o trazas en 10s 
planos coordenados. 

En cada ano de 10s ejercicios 16 y 17. reddzcase la forma general dada a una 
forma simltrica de las ecaacioner de la tecta. 
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18. Demostrar que la recta x + 3y + z + 9 = 0, 4x + 3y - 22 + 12 = 0, 
& paralela a1 plano 2x - 3y - 42 + 6 = 0. 

18. Demostrar que la recta x - 2y - z + 7 0. 2x - 100 z 4- 5 = 0, 
err perpendicular a1 plano 4x + y + 22 - 5 = 0. 

20. Demostrar que las rectas 2x + y + z - 0, x - 4y + 22 + 12 = 0, p 

x S  *4 + 4 son paralelas. 
2 - 3 3 
21. Demostrar que las rectas 2x y - 22 10 = 0, !/ + 22 - 4 - 0, Y 

3 z + l l  42 I(- - son perpendicalares. 
4 - 3 2 

2x + 3 
22. Hallar el ingulo obtuso que forman las rectas - = .!!ik-? + zCI? 4 - 2  - 3  

g x + y - 2 2 + 1 1 = 0 , 2 ~ - y + z - 9 = 0 .  
23. Demostrar que las rectas 6x + 5y 52 = 0. x y 22 - 1 - 0 .  Y 

7x + 6y + 72 - 2 6 0,  7x + 2y - 212 - 86 5 0, son paralelae. 
24. Demostrarque las rectas 4x + y - z + 15 = 0. x - I/ - z + 5 0, Y 

2x + y + z + 1 - 0. x - y + 22 - 7 - 0, son perpendiculares. 
26. Hrllar el ingulo agudo formado por las rectas 2x + y - 42 - 2 = 0. 

4 x - 3 y + 2 2 - 4 - 0 .  y x + 5 y + z + l = O .  x + y - 2 - 1 - 0 .  

127. Posiciones de una recta y a n  plano. En este artfculo consi- 
deraremoa primero las poaiciones que pueden ocupar una recta I cuyos 
n h e r o s  directores son [ a ,  b , c ] y un plano 6 cuya ecuaci6n es 
A z + B y + C z + D = O .  

La recta I y el plano 6 son paralelos si y solamente ai I es per- 
pendicular a la normal a 6 .  Por tanto, por el corolario 2 del teore- 
ma 7 ,  Articulo 112, una condici6n necesaria y suficiente para el 
paralelismo de I y 6 eat& dada por la relaci6n 

La recta I y el plano 6 son perpendiculares entre sf si y solamente 
si 1 es normal a 6 .  Por tanto, por el corolario 1 del teorema 7 ,  Ar- 
tfculo 112, una condici6n necesaria y suficiente para la perpendicula- 
ridad de I y 6 est& dada por las relaciones 

en donde k es una constante diferente de cero. 
Un resumen de estos resultados lo expone el siguiente 

TEOREMA 4 .  La condCci6n necesaria y suficiente para que la recla 
cuyos ntimeroa directores son [ a ,  b ,  c ]  y el plano cuya ecuacidn es 
A x + B y + C z + D  = 0 ,  

a )  aean paralelos, ea Aa + B b  4- Cc = 0  ; 
b) Sean perpendkkres, A = ka , B = kb , C = kc,  (k # 0 ) .  



3 84 GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO 

Vamos a considerar ahora el caso (fig. 170) en que la recta 1 no 
es ni paralela ni perpendicular a1 plano 6 .  Sea I' la proyeccidn de I 
sobre 6 .  El 4ngulo forrnado por la recta 1 y el plano 6 se define 
como el Bogulo agudo + formado por la recta 1 y su proyeccibn I' 
sobre 6 .  Sea n la normal a 6 en P , punto de intersecci6n de I y 6 .  
Entonces las rectas n,  1 y 1' e s t h  en un mismo plano y el 4ngulo + 

Fig. 170 

es el complemento de 0 , el hngulo agudo fomado por n y 1. Pero , 
por el teorerna 7 del Articulo 112, el 4ngulo agudo 0 est4 deterrni- 
nado por la relaci6n 

Por tanto, como cos 9 = sen (90' - 9 ) = Een + , se sigue que sen + 
eat6 determinado por el segundo miembro de la ecuaci6n (3).  De aqui 
el siguiente 

TEOREMA 5 .  El dngulo + jonraado por la recta cuyos nzimeros 
directores son [ a ,  b , c ] y el plum Ax + By + Ca + D = 0 es el 
dngdo agudo delerminado por la jdrmula 

NOTA. El  ttortma 4 paede obtenerse directamente del teorema 5.  Esta 
dedocci6n se deja como ejercicio a1 estadiante. (Ver 10s ejercicios 3 y 4 del 
gropo 59 a1 final de este capitalo.)  

Ahora vamos a considerar la determinaci6n de la distancia d 
(fig. 171) de un punto dado PI a una recta dada I en el espacio. 
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Por el punto PI hagamos pasar un plano 6 perpendicular a 1 y sea 
PI el punto de interseoci6n. Entonces la longitud del segmento PIPI 
es la distancia buscada d. Vamos a ilustrar el procedimiento con un 
ejemplo num6rico . 

Fig. 171 Fig. 172 

Ejemplo 1. Hallar la distancia del punto P I  (6. - 3. 3 )  a la recta 1: 

Soluci6n. Por el artificio de loa numeros directores (Art. 113) hallamos 
quo lor numeros directores de 1 son [ l ,  - 2. 21. Por  tanto, la ecuaci6n del 
plano 6 quo pasa por P I  (6, - 3. 3)  y es perpendicular a I es 

l ( x - 6 ) - 2 ( y + 3 ) + 2 ( ~ - 3 ) r . O ,  
o sea, 

x - 2y + 22 - 18 = 0. 

Las cootdenadas del punto PI ,  intersecci6n de 1 y 6, son la aoluci6n comun 
(4. - 5, 2) de las ecuaciones de 1 y 6. Por  tanto, la distancia buscada es 

d = I P ' P I I ~ . \ / ( 6 - 4 ) a + ( - 3 + 5 ) a + ( 3 - 2 ) a = 3 .  

La distancia entre dos rectas paralelas puede hallarse como la 
distancia de cualquier punto de una de las rectas a la otra recta. 

Se demuestra en Geometrfa elemental que dadas dos rectas que se 
cruzan puede trazarse una y solamente una perpendicular comdn , 
y que esta perpendicular es la distancia m4s corta que existe entre las 
dos rectas. Vamos a determinar esta distancia. Sean 21 y h (figu- 
ra 172) dos rectas cruzadas cualesquiera, y AB su perpendicular 
comdn . Por 1 I hagamos pasar un plano 6 paralelo a 1 a .  Sea P I  un 
punto cualquiera de 12. Entonces la distancia de PI a 6 es la distan- 
cia buscada d = I kB 1 .  Evidentemente , d es tambih la distancia 
entre el plano 6 y el plano que pasando por 12 es paralelo a 1 I .  

Vamos a ilustrar la determinaci6n de d por un ejemplo num6rico. 
~ahn~na.-% 
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Ej8mplo 2. Hallar la distancia mis  corta entre las dos rectas cruzadas 

1 1 :  2 % - y + 2 + 3 = 0 ,  x + y + 2 2 + 3 = 0 ;  

Y l z :  x - y - 2 - 1 = 0 ,  3 % - 2 - 7 = 0 .  

Bolucibn. Por  el Articulo 121, la familia de planos que pasan por 1 1  es 

2 % -  y + z + 3 + k ( x + y + 2 ~ + 3 ) = 0 .  (4) 

Por  el artificio de 10s numeros directores (Art .  113), 10s nbmeros directores de 
11 son [ I ,  - 2. 31. Por tanto, por el teorema 4 anterior, para que un plano 
de la familia (4) sea paralelo a I n  debemos tener 

1 ( 2 +  k ) - 2 ( -  1 + k ) + 3 ( 1  + 2 k ) = O ,  

de donde. k = - %. Sustituyendo este valor de k en la ecuaci6n (4 ) ,  obtene- 
mos que la ecuaci6n del plano que pasa por 1 ,  y es paralelo a l z ,  es 

Las coordenadaa de un punto P l  de 11 son (0, 6,  - 7 ) .  La distancia buscada d 
es la distancia de PI a1 plano (5).  Por  el teorema 11 del Articulo 120, esta dis- 
tancia es 

1 0 - 4 . 6 - 3 ( - 7 ) - 2 1  
d =  = 24%. 

4 1  + 4 ' + 3 '  26 

EJERCICIOS. Grupo 59 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

x + 2  4 1. Hallar el Ingulo que forman la recta - = = y el pla- 
3 - 1 2 

no 2% + 3 y  - z + 11 = O .  
2. Hallar el dngulo formado por la recta 

y el plano 3% - 7y + 82 - 9 = 0. 
3. Partiendo del teorema 5, obtener la condici6n para el paralelismo de 

una recta y un plano, dada por el teorema 4 del Articulo 127. (Ver el corola- 
rio 2 do1 teorema 7. Art .  112. ) 

4. Partiendo del teorema 5,  obtener la condici6n para la perpendicularidad 
do una recta y un plano, dada por el teorema 4 del A r t i c ~ l o  127. (Ver el coro- 
lario 1 del teorema 7, Art .  112. ) 

5. Hallar la distancia do1 punto (- 1. 2. 3) a la recta 

6. Hallar la distancia del punto (7, 7, 4) a la recta 
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7. Demostrar que las rectas 

son paralelas, y hallar la distancia entre ellas. 
8. Drmostrar que las rectas x + 7y - z - 16 = 0, x - y + z - 4 = 0, 

x + I l y  - 22 = 0, x - 5y + 22 - 4 = 0. son paralelas, y hallar la distancia 
entre ellas. 

9. Hallar la distancia mi8 corta entre las dos rectas que se cruzan 

10. Hallar la distancia mhs corta entre las dos rectas cruzadas 

11. Hallar la ecuacidn del plano que pasa por  el pnn to  (3 .  - 1. 7 )  y es 
x + 2  3 -  perpendicular a la recta - = 2 - 3  - 1  =T. 

12. Hallar la ecuacidn del plano que pasa po r  el p u n t o  (2 ,  4, - 1) y es 
paralelo a cada una de las rectas 

13. Hallar las ecuaciones de la recta qne pasa po r  el pun to  (7.  - 2. 9 )  y es 
perpendicular a cada una de las rectas 

14. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por  el p u n t o  (5. 0. - 3 )  y es 
x + 6  y + 2  4 - 3 2  paralela a la recta - = - = -. 

3 - 8 9 
16. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa po r  el pun to  (6 ,  4. - 2 )  y es 

paralela a cada nno  de 10s planos x + 2y - 32 + 8 = 0 y 2x - y + z - 7 = 0.  
x + 2  16. Hallar la ecuaci6n del plano qne pasa por  la recta - - Y = 

2 - 3  4 
x - 1  2 + 7  y es paralelo a la recta - = 2- = .  

1 - 2 5 

17. Hallar la ecuaci6n del plano determinado por  la recta 

y el pun to  (4.  - 3, 2 ) .  

18. Demostrar que la recta X - 2 = * y el plan0 
6 - b 3 

son paralelos y determinar la distancia que hay entre ellos. 
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18. Demortrar que lar recta8 

ron paralelar, y hallar la ecuaci6n del plano deterrninado por ellas. 
20. Demortrar que Ira recta, 

re cortm,  y hallar la ecuaci6n del plano determinado por ellar. 
21. Demortrar, maliticamente, que ri dor planor paralelor ton cortados 

por un tercer plano, lac rectar de interrecci6n ron paralelar. 
22. Hallar la ecuaci6n del plano que para por el punto (6, - 1, 3) y er 

perpendicular a la recta 2% + 2y + z  - 4 = 0, x  - 3y + 42 + 2  = 0. 
23. Hallar la ecuaci6n del plano que para por el punto (2, 2. - 4) y er 

paralelo a cada una de Ira rectar x  + y  - z + 11 = 0, x  - y  + 22 - 7 - 0. y 
2 x - 3 y - 2 z + 8 - 0 .  x + 2 y + z - 9 - 0 .  

24. Hallar Iar ecuacioner de la recta que para por el punto (5, 1, - 1) y er 
paralela a cada uno de lor planos 3x - y  + Zz - 5  - 0  y Zx + 2y - 32 + 9  = 0. 

26. Hallar la8 ecnacionea de la recta que para por el punto (1, 6. - 5) y ea 
perpendicular a cada nna de I r a  rectar 3x -2y +32 +9=0 ,  x +  y-2z+ 13 -0,  
y 2 x + 2 y - 5 2 + 1 0 = 0 .  x - y - z + 3 - 0 .  

26. Hallar la ecuaci6n del plano determinado por la recta 

y el pnnto (1, - 2, 2) . 
27. Hallar la ecuaci6n del plano que para por la recta 

y er paralelo a la recta de ecuacioner 

28. Demortrar que la recta 

y el plano x  + y - 32 + 8  - 0  ron paralelor, y hallar la dirtancia que hay 
entre ellor. 

89. Demostrar que la, rectar x  - Zy + 22 - 4  - 0, x  + 4y + 82 + 8  = 0. 
y x  + y  + 52 - 5 = 0, x  + 8 ~  + 122 - 12 = 0, ron paralelar, y hallar la 
ecuaci6n del plano que dcterminm. 

30. Determinar la dirtancia d del plano 6: 3x - 12y + 42 - 3  = 0  a1 
* punto PI (3. - 1, 2) por el siguiente procedimiento. HAllenre Ira coordenadar 

del pnnto PI, pie de la perpendicular trazada de PI a 6. Luego determinere d 
como la longitud del regmento PIPI. 



CAPITULO XVI 

SUPERFICIES 

128. Introducd6n. El presente capftulo lo dedicaremos a1 estudio 
de la ecuaci6n rectabgular en tres variables, 

En primer lugar vamos a extender a1 espacio tridimensional algunos de 
10s conceptos tundamentales relativos a la ecuaci6n 

como representacidn analftica de un lugar geom6tric0, estudiados en 
el Capftulo 11. 

Vimos en en el Capftulo XIV que todo plano se repreaenta analfti- 
oamente por una hica ecuaci6n lineal de la forma 

De una manera m4s general, veremos que , si existe una representa- 
ci6n analftica de una figura geom6trica considerada por nosotros como 
una superficie, tal representaci6n consistid en una 4nica ecuacidn 
rectangular de la forma ( 1 ) . Por ejemplo , se puede demostrar f4cil- 
mente , por medio de la f6rmula de la distancia entre dos puntos (teo- 
rema 1, Art. 108), que la superficie esf6rica de radio r y con centro 
en el origen se representa , analfticamente , por la ecuaci6n 

De acuerdo con lo anterior, vamos a establecer la siguiente 
DEFINICI~N. Se llama supmjfcie a1 conjunto de puntos, y ~ 0 2 ~ -  

menfe de aquellos puntos , cuyas coordenadas satisfacen una aola eoua- 
ci6n de la forma ( 1 ) . 

El lector debe notar cuidadosamente lo que implica esta definici6n. 
Como de ordinario , las coordenadas de UD punto estsn restringidas a 
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valores renLe8. La definici6n establece que , si una ecuaci6n de la 
forma (1) representa un lugar geombtrico, ese lugar geometric0 es 
una superficie. Y reciprocamente, si una superiicie puede represen- 
tarse analiticamente, tal representaci6n es una sola ecuaci6n de la 
forma ( 1) . 

Aunque la ecuaci6n (1) contiene tres variables, la ecuaci6n de una superficie 
puede contener solamente una o dos variables. P o r  ejemplo, vimos anterior- 
mente que ana  ecuaci6n de la forma x = k .  en que k es una  constante cualquie- 
ra, representa un  plano paralelo a1 plano Y Z .  Ademis,  veremos m i s  adelante 
quo nna tcuaci6n de la forma 

considerado en el espacio, representa un  cil indro circular recto. A1 trabajar en 
tres dimensiones. el lector debe cuidarse de referirse a la ecuaci6n (2) como una 
circunferencia. Con  el f in  de evitar tal ambigiiedad. generalmente es mejor 
referirse a la ecuaci6n (2) como a "la superficie x 2  + y2 = 4" o "el cilin- 
d ro  xa + ya = 4". 

T o d a  ecuaci6n de la forma ( I )  no  representa necesariamente una superficie. 
Po r  ejemplo, la ecaaci6n 

x a  + y2 + 422 + 7 = 0 

tiene a n  n lmero  inf in i to  de soluciones o ternas de valores para x .  y y z .  Pero 
en ninguna de las ternas son reales 10s tres valores. P o r  tanto. en nuestra Geo- 
metria real, decimos quo esta ecuaci6n no  representa ninqcin luqar qeomdtrico. 
Podemos anotar  tambi ln  quo la ecuaci6n 

tiene solamente una eoluci6n real, quo es x = y = z = 0, y,  por  tanto,  su l u -  
gar geomCtrico es t i  consti tuido por un  solo punto ,  el origen. 

129. Discusidn de la ecuacidn de una superficie. En la construe- 
ci6n de curvas planas (Art. 19) , vimos que era particularmente ven- 
tajoso discutir la ecuaci6n de una curva antes de trazar su grifica 
correspondiente . Anilogamente , es ventajoso discutir la ecuaci6n de 
una superhie antes de construirla. Ljmitaremos nuestra discusi6n a 
10s cinco pasos siguientes : 

1 .  Intercepciones con 10s ejes coordenados. 
2 .  Trazas sobre 10s planos coordenados . 
3 .  Simetrla con respecto a 10s planos coordenados , ejes coorde- 

nados y a1 origen . 
4 .  Secciones por planos paralelos a 10s planos coordenados . 
5. Extensi6n de la superhie. 
LOB dos primeros pasos fueron definidos y discutidos en el Articu- 

lo 116. Por tanto, dedicaremos el resto de este articulo a una discu- 
si6n de 10s tres pama restantes . 
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En el Articulo 16 dimos las definiciones para la simetria de una 
curva con respecto a una recta y con respecto a un punto. Estas defi- 
niciones no cambian cuando la palabra ' ' curva ' ' es reemplazada por 
la palabra ' ' superficie ' ' . Queda por defininir la simetria con respecto 
a un plano . 

DEFINICI~N. Se dice que dos puntos diferentes son simdfricos con 
respecfo a un plano si y solamente si el plano es perpendicular a1 seg- 
rnento que 10s une en su punto medio . 

Asi, 10s puntos Pi y Pz (fig. 173) son simCtricos con respecto a1 
plano 6 siempre que el plano sea perpendicu- 
lar a1 segmento PlPz en su punto medio . El 
plano 6 se llama plano de simetria. 

DEFINICI~N. Se dice que una supeficie 
es simdtrica con respecto a un plano de sime- PI 

tria 6 si el simhtrico de cada punto de la su- 
perficie , respecto a1 plano 6, es tambidn un 

g'jcz 
punto de la superficie . 

Las pruebas para determinar la sirnetria de F i g .  173 
una supeficie a partir de su ecuaci6n pueden 
obtenerse por 10s mismos mCtodos empleados para deducir las pruebes 
antilogas para las curvas planas (Art. 16) .  De acuerdo con esto , el 
estudiante debe verificar 10s resultados dados en la siguiente tabla. 

Si la ecuaci6n de la superficie La superficie 
n o  se altera cuando las varia- es simltrica 
bles x ,  y y z son reemplaza- con 

das por respecto a1 

- x ,  y, z plano YZ 

plano XZ 

plano XY 

- x ,  - y, z eje Z 

- x, y. - z eje Y 

x. - y. - z eje X 
- x ,  - y, -z origen 

Los tres siguientes teoremas constituyen un resumen de estos resul- 
tados . 

TEOREMA 1 .  Si la ecuacidn de una superjicie no se ultera cuando se 
cambia el crigno de unu de las variables, la superjicie es simdtrica con 
respecto a1 plano corndenado a pmtir del cual se mide esa variable, y 
redprocamen te . 
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TEOREMA 2. Si la e c m ' h  de una superjicie no se altera cuando se 
les cambia el sign0 a dos de sus variables, la superjcie es simQrica con 
reapecto a1 q e  coordenado a lo largo del cual se mide la variable cuyo signo 
no se cambid, y redprocamente . 

TEOREMA 3 .  Si la ecuacih de una superjcie no se altera cuando 
sus tres variabks cambian de signo, la superjicie es sirnbtrica con respecto 
al origen, y redprocamente. 

Supongamos que la ecuaci6n de una euperficie es 

Se puede obtener una buena idea de la forma de esta superficie estu- 
diando la naturaleza de sus secciones planas. Tales secciones pueden 
determinaree convenientemente cortando la superficie por una sene de 
planos paralelos a 10s planos coordenados. Por ejemplo, 10s planos 
pamlelos a1 plano XY pertenecen a la familia cuya ecuaci6n es z = k , 
en donde k es una constante arbitraria o padmetro. Entonces , de la 
ecuaci6n ( 1 ) , tenemos que 

eon 18s ecuaciones de la curva de intemcci6n del plano con la superfi- 
cie , correspondiendo a cada valor asignado a k una curva determina- 
da. Y como la curva (2) eats en el plano z = k , puede determinarse 
su naturalem por 10s metodos de la Geometria analitica plana. 

El concepto de la extensi6n de una superficie es antilogo a1 de 
la extensi6n de una curva plana ya estudiado en el Articulo 17. 
Si ae da la ecuaci6n de una superficie en la forma ( I ) ,  se puede 
ver de despejar una de las variables en funci6n de las otras dos. 
Si, por ejemplo, despejamos z en funci6n de z y y podemos 
escribir la ecuaci6n en la forma 

Una ecuaci6n en la forma explfcita (3) nos permite obtener 10s inter- 
valos de variaci6n de 10s valores realea que las variables pueden tomar. 
Eata informaci6n ea Cltil para determinar la localizaci6n general de la 
superficie en el espacio coordenado ; tambih indica si la superiicie es 
cerrada o indeiinida en extensi6n. 

130. Conetraai6n do ana eaperfhfe. En este artfculo vamos a 
iluetrar la diecusi6n de la ecuaoi6n de una superficie y la constmcci6n 
de la misma mediante varios ejemplos. 
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Ejemplo 1. Discutir la superficie cuya ecuacidn ea 

Construir la superficie. 
Solucibn. 1. Intercepcionea. Laa hnicaa intercepciones con loa ejea coor- 

denados estin dadas por el origen. 
2. Trazas. La traza sobre el plano XY es on solo punto, el origen. La 

traza sobre el plano XZ e9 la paribola x' = 42. y = 0. La traza sobre el pla- 
no YZ es la parlbola ya = 42. x = 0. 

3. Simetria. La superficie es sImCtrica con respecto a1 plano YZ, a1 pla- 
no XZ y a1 eje Z. 

4. Secciones. Los planos z = k cortan a la superficie (5) en Ias curvas 

que conatitaye una familia de circunferencias, para todor 10s valorer de k > 0. 
Loa planos y = k cortan a la superficie (1) en laa paribolas 

y 10s plrnos x = k cortan a la ruperficie (1) en Ire paribolar 

5. Extenridn. La ecuacidn (1) muestra que las variables x y v pueden 
tomar todos 10s valorer realer, per0 la variable z esti  restringida a valores poai- 
tivos. Por tanto, ninguna parte de la superficie aparece abajo del plan0 XY. 
rino que se extiende indefinidamente hacia arriba del plano XY. 

En la figura 174 se ha trazado una parte de la superficie. Todar Iar reccionea 
paralelas a1 plano XY son circunferencias cuyo radio crece a medida que se alejan 
del plano XY. La parte que erti  en el 
primer octante aparece en liner grUeSl. z 
Esta superficie se llama paraboloide de 
reuolucidn. 

Ejemplo 2. Dircutir la superficie 
cuya ecuacidn es 

x ' + z - 2 - 0 .  (2) 

Construir la ruperficie. 
Solucibn. I .  Intercepcionea. La8 

intercepciones con el eje X ron A 4 3 .  
Con el eje Y no hay intercepcidn. La 
intercepcidn con el eje Z er 2. / 

2. Trazas. Lam trazas robre el pla- X 
no XY 8011 1ar rectar x - a, z 5 0. Fig. 174 
y x = - 4 2 ,  z - 0. La traza robre 
el plano XZ er la paribola xa - - (z - 2) ,  y 5 0. La traza sobre el pla- 
no YZ er la recta z - 2. x = 0. 
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3 .  Sirnetria. La  superficie es simitrica con respecto a1 plano YZ. 
4. Secciones. Si  cortamos la superficie (2) por 10s planos z = k se obtie- - 

nen las rectas x = * ' \ I 2  - k, z = k ,  siempre que k 5 2 .  Los planos y = k 
cortan a la superficie en las paribolas x a  = - ( z  - 2 ) ,  y = k.  Los  planos 
x = k cortan a la superficie en las rectas z = 2 - kP, x = k. 

5. Exrensidn. Po r  la ecuaci6n (2) vemos quo no  hay restricciones para 
10s valores que x y y pueden tomar. Pero la variable z n o  puede tomar valores 
mayores de 2. P o r  tanto.  la superficie estl  en su totalidad abajo o en el plano 
z = 2 y es indefinida en extensi6n. 

Fig.  175 

E n  la f igura 175 aparece una parte de la superficie. Dicha superficie es, evi-  
dentemente, un cilindro cuyas generatrices son paralelas a1 eje Y y cuyas seccio- 
nes paralelas a1 plano XZ son parabolas congruentes. E n  vista de esta ult ima 
propiedad, la superficie se llama cil indro parabdlico. 

EJEBCICIOS. Qrupo 60 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 1-24,  estudiar y trazar la superficie cuya 
ecuaci6n se da. 
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25. Explicar c6mo se deducen 10s teoremas 1, 2 y 3 del Articulo 129. 
26. Demostrar que si una superficie es simitrica con respecto a dos  de 10s 

planos coordenados tambiin l o  es con respecto a1 eje coordenado contenido en 
ambos planos. 

27. Demostrar que si una superficie es simitrica con respecto a cada uno de 
10s planos coordenados tambi in  l o  es con respecto a1 origea. 

28. P o r  medio de un  ejemplo, demostrar que el reciproco del teorema del 
ejercicio 27, n o  es necesariamente verdadero. 

29. Demostrar que si una superficie es simitrica con respecto a cualquiera de 
10s planos coordenados y a1 eje coordenado perpendicular a ese plano, tambi in  
l o  es con respecto a1 origen. 

SO. Demostrar que la ecuacidn y2 - z 2  = 0 representa dos planos que se 
cortan. T raza r  estos planos. 

131. Ecuaci6n de la superficie esferica. En nuestro estudio ana- 
litico de la esfera , a610 nos interesa su superficie . Por esto , algunas 
veces , usaremos como sin6nimos 10s tbrminos esfera y superficie esfb- 
rica. El  estudiante debe observar en este articulo la estrecha analogia 
que existe entre las caracteristicas de la superficie esfbrica y 10s resul- 
tados previamente obtenidos para la circunferencia en la Geometria 
analitica plana (Capitulo IV) . 

La superficie esf6rica se define como el lugar geombtrico de 10s pun- 
tos del espacio que equidistan de un punto fijo. La distancia constante 
se llama radio y el punto fijo cenlro. De esta definici6n y del teore- 
ma 1 del Articulo 108 obtenemos el siguiente teorema (ver el teorema 1 
del Articulo 39) . 

TEOREMA 4 .  L a  ecuacidn de la superficie esjdrica cuyo cenlro es el 
punto (h , k , 1) y cuyo radio es la conslante r es 

(X - h)2 + (y - k)2 + ( I  - 1)"- = r2 .  (1)  

COROLARIO . La superficie esjdrica cuyo centro es el origen y cuyo 
radio es la constante dada r liene por ecuacidn 

x2 + ya + zZ = r2. 

La ecuaci6n ( 1 ) del teorema 4 se conoce como j ~ r m a  ordinaria de 
la ecuacidn de la esfera. Si desarrollamos esta ecuaci6h y ordenamos 
10s tbrminos, obtenemos una ecuaci6n de la forma 

La ecuaci6n (2)  es la llamada jormu general de la ecuaci6n de la 
esfera. Contiene cuatro constantes arbitrarias independientes; por 
tanto , una superficie eddrica queda p e r f e c t a m  e n  t e determinada 
por cuatro condiciones independientes . Asi , por ejemplo , cuatro 
puntos no coplanares determinan una super6cie esfbrica . 
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132. Coordenadas esfbricas. En este artlculo vamos a considemr 
un nuevo sistema de coordenadas en el espacio que eat$ estrechamente 
asociado con la supeficie esfbrica . 

Sea P ( z ,  y , z) (fig. 176) un punto cualquiera de una supeficie 
esfhrica de centro el origen y radio r .  La ecuaci6n de la super6cie es , 
evidentemente , 

z2 + yf + zS = rf  . (1) 

La porci6n de la esfera comprendida en el primer octante aparece en la 
figura 176. Por el punto P y el eje Z paw un plano que corta a1 

Fig. 176 

plano XY en la recta I .  Denotemos por 6 el Bngulo formado pot 1 y 
la park positiva del eje X ,  y par 4 el formado por el radio OP y la 
parte positiva del eje Z.  Designemos por Pt , A ,  B y C ,  respecti- 
vamente , las proyecciones del puoto P sobre el plano XY y sobre 10s 
e j e s X ,  Y y ~ .  Sea I O P ' 1 = = 1 C P I = s .  

Del trbingulo recthngulo OPC tenemos 

De 10s tri4ngulos rect$ngulos OAP' , OBPt y O P t P ,  tenemos, res- 
pectivamente , 

2=8COS8 - ~ 8 e 1 1 4 ~ 0 ~ 8 ,  
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Evidentemente , de las relaciones 

x = r s e n 9 c o s e ,  y = r s e n 9 s e n B ,  z = = r c o s 9 ,  (2 )  

es posible localiwtr cualquier punto P sobre la superficie esferica (1 )  
cuando se conocen 10s valores de r , 9 y 8 .  Por esto estas cantidades 
se llaman cootdendm esjdricm del punto P y se escriben asl : (r, 9, 8). 
De una manera m4s general, si dos rectas cualesquiera , intersectantes 
y perpendiculares en el espacio, tales como 10s ejes X y 2, y su 
interaecci6n 0,  se toman como elementos de referencia , entonces con 
las coordenadas esfdricas (r , 9 ,  8 ) se puede localizar cualquier punto 
en el espacio . Tenemos a d  un nuevo sistema llamado sistema: de coor- 
denadas esjh'eas . 

Considerado como un punto de la superficie de la Tierra, P se 
localiza por su latitud , el complemento del hgulo  9 ,  y su longitud e 
medida a partir del eje X como una recta en el plano del meridian0 
principal. De acuerdo con esto , las coordenadas 9 y e se llaman , 
reapectivamente , colatitud y longitud del punto P. La coordenada r 
se llama radio veetw del punto P. 

La longitud 6 puede medirse, como en Trigonometrfa, tomando 
la parte positiva del eje X como lado inicial (Apendice IC , 1 ) .  Para 
que las coordenadas esfericas ( r ,  9 ,  8 )  representen un punto linico 
en el espacio , restringimos sus valores a 10s intervalos 

r 1 0 ,  O L 9 < n ,  O L B < 2 n .  - .  

Eliminando 9 y e de las relaciones (2), obtenemos la ecuaci6n (1). 
Como el radio r de una esfera dada es una constante fija, vemos 
que las relaciones (2)  son las ecuaeiones paramdlricas de una superficie 
esf6ric.a de centm el origen y radio 7,  siendo las variables 9 y e 10s 
padmetros . 

Las relaciones (2)  pueden emplearse como ecuaciones de transfor- 
maci6n entre 10s sistemas coordenados rectangular y esf6rico. Si des- 
pejamos r , 9 y e , obtenemos 

Z 
r = * / x 2  + ya + zs , 9 = arc cos Y 

* /z l  + ya + z2 e = arc tg- (3) 
2 ' 

las cuaks pueden emplearse tarnbien como ecuaciones de transforma- 
ci6n entre 10s dos sistemas . 

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente 

TEOREMA 5. LIB cootdenadas reclangulrrres (x , y , z) y la8 coor- 
denadas esjdricas ( r , 9 , 8 ) de un punlo en el espacio esldn ligadas pot 
las relaciones 
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Las transformaciones entre 10s dos sistemas coordenados pueden efectuarse 
por medio de estas ecuacianes y de las aiguientes relaciones obtenidas 
de ellas: 

2 
r = d x a + y 2  + z2, + =  arccos Y  

4 x a + y z +  zZ' 
0 = arc ig - . 

X 

Las variaciones para r, + y 0 esldn dadas por 10s intervalos 

EJEBCICIOS. Grupo 61 

Dibujar  una f igura  para cada ejercicio. 

1. Demostrar el teorema 4 y su corolario dados en el Articulo 131. 
2. Hallar la ecuacidn de la superficie esfhrica cugo centro es el p u n t o  

(3, 2, - 2) y quo es tangente a1 plano x + 3y - 22 + I = 0. 
3. Hallar la ecuaci6n de la superficie esfirica cuyo centro e s t i  sobre el eje X 

y quo pasa por  10s dos puntos  (3. - 4. 2)  y (6. 2. - 1) .  
4. Hallar el centro y radio de la superficit esfdrica cuya ecuacibn es 

6. Hallar el Irea de la superficie eafirica cuya ecuacion es 

6. La ecuaci6n de una superficie esfirica es 

Hallar la ecuaci6n de la superficie eafirica conchntrica con ella que  es tangente 
a1 plano 2x - 3y + 22 + 4 = 0. 

7 .  Obtener la ecuaci6n de la superficie esfirica que pasa po r  cuatro puntos  
dados no coplanares en forma de determinante. (Ver el teorema 3. Ar t .  41.) 

8. Hallar la ecuacidn de la superficie esfirica que pasa po r  10s cuatro pun-  
tos (8. 2. 21,  ( -4 .  3. - 3 ) .  (- 1. 2. 5) y (4. 3. - 7 ) .  

9. Demostrar quo el p lano tangente a la superficie esfirica 

en el pon to  P l (x1 .  y l ,  2 , )  tiene po r  ecuaci6n x l x  + y ly  + z ~ z  = ra .  
10. Hallar la ecuacidn de la auperficie esfirica que pasa po r  el p u n t o  

( -  1. 6 .  - 3) y es tangente a1 p lan0 4x + 4~ + 72 - % = 0 en el pun -  
t o  (7. 3, 8 ) .  

11. La traza de una superficie esfirica con el p lano XY es la circunferencia 
+ y' - 2x - 4y - 3 = 0. = 0. Hallar la ecuacidn de la superficie si pasa 

p o t  el p u n t o  (3. 4. 2) . 
Los  ejercicios 12-17 se refievea a las esferas 

S i = x P + y 2 + z 2 + G i x - k H p y + l i z + K r - 0 .  i - 1 .  2, 3, 4. 
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12. Demostrar que para todos 10s valores de k  diferentea de - 1, la ecua- 
cidn S I  + k S z  = 0 representa la familia do esferas que pasan por  la interseccion 
de las esfpras S I  = 0 y Sa = 0, con excepcidn de la esfera Sa = 0. 

13. Si las esf<ras S I  = 0 y Sa 0. n o  son conchntricas, demuistrese que la 
ecoacibn S1 + kSa  = 0 representa un p lano para k  = - I. Este p lano se llama 
plano radical de las dos esferas. 

14. Si las esferas St = 0 y Sz  = 0 son tangentes entre s i ,  demuistrese que 
para todos 10s valores de k  diferentes de - I ,  la ecuaci6n S I  + kS2 = 0 repre- 
senta a todas las esferas que son tangentes a las dos dadas en su pun to  comun, 
con excepci6n de la esfera Sa = 0. 

16. Demostrar que el plano radical de dos esferas tangentes es su plano tan- 
gente comun. 

16. Si de las tres esferas. S I  = 0,  Ss = 0. S s  5 0, n o  hay dos  que sean 
concintricas, y si n o  tienen una linea de centros comun, demukstrese que sus 
tres planos radicales se cortan en una recta comun. Esta recta se llama eje radical 
de las tres esferas. 

17. Si 10s centros de cuatro esferas n o  son coplanares, y si de las coatro 
esferas n o  hay dos que  sean concintricas, demuistrese que sus planos radicales se 
cortan en u n  p u n t o  com6n. Este p u n t o  se llama centro radical de las esferas. 

18. Hallar la ecuaci6n del plano radical de las dos esferas 

x' + y a  + 2' - 2x + 4 y  - 6 2  + 10 = 0 
Y X Z  + y 2  + z7 + 8 x  - 2 y  + 42 + 12 = 0. 

19. Hallar las ecuaciones del eje radical de las tres esferas 

20. Hallar las coordenadas del centro radical de las cuatro esferas 

21. Hallar la ecuaci6n de la superficie esfirica que pasa po r  la circunferencia 
de interseccibn de las dos superficies esfiricas 

y que tambihn pasa po r  el pun to  (- 2, 4, 0 ) .  
22. Hallar la ecuaci6n de la superficie esfirica que pasa p o r  la circunferencia 

de interseccibn de las superficies esHricas 

y cs tangente al p lano x + 2y - 22 = 3. (Dos  soluciones.) 
23. Eliminando 10s parhmetros 8 y #, demostrar que 

x = r sen q5 cos 8 ,  y  = r sen q5 sen 0 ,  z = r cos q5 

son Ias ecoaciones paramitricas de la superficie esfirica xa + ya + z 2  = r" 
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26. Obtener Ias relaciones ( 3 )  a partir  de Ias relaciones (2) del Ar t iculo  132. 
25. Traza r  lo8 dos  puntoe CUya8 coordenadac esfkricas son (1. 60'. 30') y 

(2 ,  4s0,  120'). Hallar lac coordemdae rectangnlares de cada uno  de ectos puntos.  
26. Hallar Iae coordemdas esflricas de cada ooo  de 10s pontos  coyae coorde- 

m d a s  rectangularee eon ( 3 .  - 4 .  0 )  y (6. 3. 2 ) .  
27. La ecoaci6n rectangular de u r n  euperficie esfirica es  

Hallar su ecuaci6n en coordenadas esftricas. 
28. Transformar  Ias siguientes ecuaciones rectangulares de superficiee a co- 

ordenadas esflricas: a )  x  + 4y rn 0: b )  y - 2  = 0 :  c )  x* + y* = 4 .  
d )  x 2  + + 22' = 4 :  e) x2 + y2 - z2 = 0. 

20. Hallar e identificat la ecoacidn rectangular de la superficie cuya ecuaci6n 
n en coordenadas esflricas em: a )  r = 3 :  b )  0 = -: c )  r - 2  cos # = 0. 
4  

30. Transformar  las siguientes ecuaciones de coordenadas esfiricae a rectan- 
gulares: a )  r = 4 ;  b )  r sen # sen 8 = 7; c )  r = 3 coe #. 

133. Ecnacibn de una snperficie cilindrica. Se h m a  superjicie 
n'lindrica a la generada por una recta que se mueve de tal manera que 

Fig.  177 

que se mantiene siempre paralela a una recta fija dada y pasa siempre 
por una curva fija dada . 

La recta m6vil se llama generatriz y la curva fija directtiz de la 
superficie cilindrica . 

En nuestro estudio de la superficie cilindrica consideraremos que la 
directria es una curva contenida en uno de 10s planos coordenados. Por 
ejernplo, sea C (fig. 177) una porci6n de la directria contenida en el 
plano YZ , y Sean [a ,  b , c]  10s ndmeros directores de la generatria 
de la superficie cilindrica. Podemos escribir entonces las ecuaciones de 
la curva C en la forma 

j ( g , z ) = O ,  2'0. ( 1  



Bes P(z, y  , z) un punto cualquiera de la auperficie, y supongumon 
que la generatris que pa= por P aorta a C en el punto Pf (0, y' , a'). 
Entoncea , laa eouaciones de esta ganeratris son 

2 y - y '  2 - i  -=-_- 
a b c 

AdemBa, corno Pf est& mbre C,  aus ooordenadas mtisfacen a la8 
ecuaciones ( 1 ) , y tenemos 

Por la de6nicidn de superhie cilhdrice , el punto P puede estar sobm 
la superhie si y solarnente si sue ooordenadas (z, y  , r) sstisfacen a 
la8 ecuacionea (2)  y (3) las cudes constitupen un sistem de auatm 
ecuacionea independientes. De eatas cuatm ecuaciones podemos eli- 
minar las tres cantidades z', yf y d aonniderBndolas aomo padme- 
tma (vhse el Artlculo 96).  El resultgdo es una sola eauaoidn en las 
trea variables z , y  y z, y Bsta ea la ecuaci6n buaeeda de la superiicie 
cillndrioa. 

contenidr m el plano XY. 7 cnyrm gear- 
zrtricrs I i r a r n pot  ndmerom dirrcrorrm 
11. 1. 11. 

Bolucibn. Snpanglmor que la genera- 
triz que pas2 par  un p u n  t o  cualquiera 
P ( x .  y. z )  (fig. 178) d r  la auperficir cor- 
ra a la dirrccriz m el punto P1(x ' .  y'. 0 ) .  
Enroncra. lam etua<ionea de rara nmrta- 
rriz ,on 

x - x '  u - V '  2 
1 1 - T' Y 

Tambikn. carno P' er t i  s o b n  la pariho- 
la (4). tenemom 

X 
x m  - 4y'. z1 - 0. ( 6 )  

Fig. 178 
Eliminando x ' .  y'. z f  de la# rcnacionea 
(5) y ( 6 )  por murtituci6n de loa vrlorra de xf  dad01 por  l a ~ e c u a c i a n e ~  (I) 
en la p r i m r n  de Iaa ecnacionea ( 6 ) .  obtentmor 

qne em la ecnaci6n bwcada de la auperficie. E l  t ~ t u d i a n t t  drbe o b r r v r r  que ia 
rraza dc la ~nperficie (7) robre el plan0 X Y  ea la directriz ( 4 ) .  

Urava - 10. 
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Acabamos de considerar la determinaci6n de la ecuaci6n de unn 
superficie cilindrica a partir de las ecuaciones de su directriz y de 10s 
nlimeros directores de sus generatrices . Para el problema inverso , a 
saber, encontrar las ecuaciones de la directriz y 10s ndmeros directores 
de las generatrices de una superficie cilindrica, a partir de su ecuaci6n, 
podemos proceder como se ilustra en el siguiente ejemplo . M&s ade- 
lante (Art. 137, ejemplo 3 )  , consideraremos otro metodo que es apli- 
cable en algunos cams. 

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuaci6n 

x' + ya + 22' + 2xz - 2yz  = 1 

representa una superficie cilindrica. y hallar las ecuacionea de su directriz y 10s 
numeros directores de sus generatrices. 

Solncibn. De la definici6n de superficie cilindrica se deduce que las sec- 
ciones hechas por planos paralelos a1 plano de la directriz son curvas congruen- 
tea con la directriz. Asi, las wcciones de la superficie (8) hechas por 10s planos 
z  = k  son las curvas 

x' + y' + 2k2 + 2 k x  - 2ky = 1, z = k ,  

las cuales pueden escribirse en la forma 

Las ecuaciones (9) son todas circunferencias de radio 1, cualquiera que sea el 
valor de k. E n  particular, para k  = 0, tenemos la circunferencia 

Por  tanto. la superficie (8) es una superficie cilindrica circular cuya directriz 
es la circunferencia (10). 

Evidentemente, la recta que une el centro (- k .  k ,  k )  de cualquiera de las 
circunferencias (9) y el centro (0, 0, 0 )  do I'a directriz (10) es paralela a 
las generatrices. Como 10s ncmeros directores de esta recta son [ -  1. 1, I ] ,  
istos son tambiia 10s n ~ m e r o s  directores de las generatrices. 

E l  estudiante debe construir h superficie (8) . 
Si ha generatrices de una superficie cilfndrica son perpendiculares 

a1 plano de su directriz , se llama recta y , en caso contrario , oblieua . 
Lss superficies cilindricas rectas son de gran importancia, como vere- 
mos m4s adelante en el Capftulo XVII. Por el metodo empleado en 
el ejemplo 1,  podemos fhcilmente demostrar que la ecuaci6n de una 
superficie cilindrica recta, cuyas generatrices son perpendiculares a1 
plano coordenado de su directriz, carece de la variable no medida en 
ese plano coordenado. Ademhs, el lugar geodtrico plano de esta 
ecuaci6n es la directriz. Por ejemplo, la superhie cilfndrica recta 
cuya directriz es la circunferencia y2 4- z2 P 9 ,  1: = 0 ,  se representa 
por la ecuaci6n y' + z2 = 9.  - J  
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Reciprocamente, por el mCtodo del ejemplo 2, acabado de explicar, 
podemos demostrar que una ecuaci6n que carezca de una variable 
representa una supedcie cilindrica recta cuyas generat.rices son per- 
pendiculares a1 plano coordenado en el cual no se mide la variable 
ausente, y cuya directriz es el lugar geometrico plano de esta ecuaci6n. 
Por ejemplo , la ecuaci6n z2 - y2 u 4 representa una superficie cilin- 
drica recta cuyas generatrices son perpendiculares a1 plano XY y cuya 
directriz es la hiperbola z2 - y" 4 , z = 0 .  

Vamos a resumir estos rcsultados en el siguiente 

TEOREMA 6 . Una ecuacidn representa una superficie citindtioa 
recta, cuyas generatrices son perpendiculares at ptano coordenado que 
contiene a la directriz , si y solamente si carece de la variable no medida 
en ese plano . El lugar geomdtrico plano de esta ecuacidn es la directriz . 

Si la directriz de una superficie cilfndrica es una circunferencia, la 
superEcie se llama circular. Anhlogamente , tenemos superficies cilin- 
dricas parab61icasJ elipticas e hiperb6licas. Puede tambihn amtarse 
que un plano es una superficie cilindrica cuya directriz es una recta. 

134. Coordenadas cilindricas. En este articulo estudiaremos las 
coordenadas cilindricas , que, como las coordenadas esfericas (Ar- 
ticulo 132), son muy  tiles en cier- 
tas parks de otras ramas de las Z 
Matemhticas . 

Sea P ( z ,  y ,  z )  (fig. 179) un 
punto cualquiera de la supedcie 
de un cilindro circular r e c t o  de 
radio r cuyo eje es el eje Z. La 
ecuaci6n de la superficie es, evi- I 

dentemente , I 
I 
I z 

2 ' + ~ ~  = r t .  ( 1  I 

Una p a r t  e de la superficie que 
queda en el primer octante se ha 
representado en la figura 179. Por 
el punto P y el eje Z hagamos 
pasar un plano que cortad a la X 
supedcie en una generatriz cuyo Fig.  179 
punto de inkrsecci6n con el plano 
XY ser& el punto P I .  Sea I OP' ( = r , y designemos por 9 el hngulo 
formado por OP1 y la parte positiva del eje X . Entonces tenemos las 
relaciones 8 

z = r % ~ ,  y - r s e n ~ ,  z a p ,  (2)  
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las cuales, evidentemente , permiten lecalizar cualquier punto de la 
superficie cilhdrica ( 1) cuando se conocen 10s valores de r , 8 y z . 
Por esto, estas cantidades se llaman cowdenadas cilindricas del pun- 
to P y se escriben (7,  8 , Z) . De una manera m4s general, si un 
punto fijo (el origen O ) ,  una recta fija (el eje X )  y un plano dado 
(el plano XY) son tornados como elementos de referencia, entonces, 
con las coordenadas cilhdricas (7,  8 , z) , se puede localizar cual- 
quier punto en el espacio. Tenemos asi el sistema de cowdencrdas 
cilindtieaa . 

El 4ngulo 8 puede medirse, como en Trigonometris, con la parte 
positiva del eje X como lado inicial. Para que Ias coordenadas cilin- 
dricae (7, 8 , Z) representen un punto linico en el espacio, restringimos 
10s valores de r y 8 a 10s i n t e ~ a l o s  

La coordenada z no se sujeta a ninguna restricci611, sino que puede 
tomar cualquier valor real. 

Eliminando 8 y z de las relaciones (2) , obtenemos la ecuaci6n ( 1 ). 
Por tanto, las ecuaciones (2)  son las ecuaciones paramdtricas de la 
supa&cie cilhdrica circular recta ( I ) ,  siendo las variables 8 y z 10s 
padmetros . 

Las relaciones (2 )  pueden emplearse como ecuaciones de transfor- ' 

maci6n entre 10s sistemas de coordenadas rectangulares y cillndricas . 
De las dos primeras de estas relaciones obtenemos , como en el sisema 
de coordenadas polares de la Geometrla analltica plana (Art. 81) ,  las 
relaciones 

2 
cos 8 - dm1 

las cuales pueden emplearse como ecuaciones de transformaci6n entre 
10s dos sistemas . 

h m o ~  a hacer un resumen de 10s resultados anteriores en el si- 
guiente 

TEOREMA 7.  L0s coordenudas rectangular@ ( x  , y , z) y las coor- 
&nadas cilindricas ( r  , 8 , z) de un punto en el espacio estdn ligadas 
por Zas rehciones 
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Se pueden efectuar las transjormuciones entre b s  dos sistemm coordencrdos 
por medio de estas ecuaciones y de las siguientes relaciones obtenidas de 
ellas. 

Y 
r = 4 x 2 '  =arc tg -  sen 8 = 

Y 
X '  d m '  

-- 
cos 8 = d m  

Las variaciones para r y 8 estdn dadas por 10s intervalos 

NOTA. E l  sistema de coordenadas cilindricas es, evidentemente. una exten- 
si6n a1 espacio del sistema de coordenadas polares del plano. 

E JEBCICIOS. Grupo 62 

1. Demostrar el teorema 6 del Articulo 133. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 2-9 discutir y trazar la superficie cilindrica 
recta cuya ecuaci6n se da. 

E n  cada uno de 10s ejercicioa 10-14, se dan las ecaacioncs de la directriz y 10s 
nhmeros directores de la8 generatrices de una superficie cilindrica. Hallar la 
ecuaci6n de la superficie y efectuar su representaci6n grifica. 

)CC.lO. y z = 4 x ,  z a 0 :  [ l ,  - 1 ,  I ] .  
9$,dql. .r + z I y - 0 12. 1. - I] .  

p c y 2 .  x Z - y 2 - 1 ,  z =o; [O. 2, - 1 1 .  
+0*13. x Z + y =  I. z =o; [ 2 ,  0. 11. 

L.Cp'~.4.  4x2 + z2 + 42'- 0, y = 0: (4. I .  01. Fy4d 
En cada uno dc 10s ejercicios 15-17, demaistrese que la ecuacibn dada repre- 

senta ana superficie cilindrica, y hlllcnse las ecuaciones de su directriz y 10s n6-  
meros directores de sus genetatrices. Constrfiyase la superficiea 

18. Hallar e identificar la ecuacibn del lagar geomktrico de un punto que se 
mueve de tal manera qne so distancia del plano X Y  es siempre igaal a la mitad 
del cuadrado de sa  distancia dtl eje Y. Cais t ra i r  ta superficie. 
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19. U n  pon to  ee mueve de tal manera qoe su distancia del eje Y es siempre 
igual a so  distancia del plano x - z = I. Hallar e identificar la ecuaci6n de su 
lugar  geomitrico. 

20. Traza r  10s dos  puntos  cuyas coordenadas cilindricas son (1, 45". - 2) y 
(2. 120°. 4 ) .  Hallar Iae coordenadas rectangulares de cada uno  de estos puntos.  

21. Hallar Ias coordenadas cilindricas de cada uno  de 10s puntos  coyas coor- 
demdas  rectangulares son (3, 4, - 7) y (5, - 12, 8). 

22. Transformar las siguientes ecuaciones rectangulares de superficies a co- 
ordenadas cilindricas: a )  2% = y :  b)  xa+y2-2y=0: C) xa+yS+zs=4: 
d )  x a  - z1 = 4 ;  e) y a  - 42. 

23. Transformar lae sigoientes ecuaciones de superficies de coordenadae 
cilindricas a r e c t a n g u l a r e s :  a )  r - 2 ;  b) r = z ;  c) r = 4 c o s 8 :  
d )  r (cos 8 + sen 8) - z = 4 :  e )  rs sens B = 4(1 - zs)  . 

24. Sean r = h l ,  8 = ha. z = ks. en donde h i ,  k ,  y ha son constantes 
arbitrarias independientes o parimetros,  las coordenadae cilindricas ( 7 ,  8 ,  z )  
de un pun to  cualquiera del espacio. Identificar la familia de superficies repre- 
sentadas po r  cada ona de estae tres ecoaciones. Demostrar que por  cada pun to  del 
eepacio n o  contenido en el eje Z paea una y solamente una superficie de cada una 
de eetas familias. 

E n  cada o n o  de 10s ejercicios 25-30. demointreee quo !a ecoaci6n dada en 
coordenadas cilindricas representr una superficie cilindrica, y conetruyase dicha 
superficie. 

25. r = 2 sen 8. 28. r - r e e n 8 = 2 .  
26. 2r + r c o s B  = 1. 29. r = 2(1 + cos 8 ) .  
27. r - 2 r c o e t J  = 1. 30. ra = 2 cos 28. 

135. Ecuaci6n de una superficie cbnica. Se llama superfiie cdnica 
la engendrada por una lfnea recta que se mueve de tal manera que pasa 
siempre por una curva fija y por un punto fijo, no contenido en el plano 
de esa curva. 

La recta mdvil se llama generatriz , la curva fija dada directtiz y el 
punto fijo dado v6rlice de la superficie cdnioa. Las diversas posiciones 
de la generatriz forman las generatrices de la superficie c6nica. Evi- 
dentemente, el vertice divide a la superficie en dos porciones distintas ; 
cada una de las cuales es urn hoja o rama de la superficie cdnica. 

Si se conocen las ecuaciones de la directriz y las ooordenadas del 
vhrtice , se puede obtener la ecuacidn de la superficie , como para la 
superficie cilindrica (Art. 133) , por el metodo de 10s pardmetros . 

Ejemplo 1. Hallar la ecuaci6n de la superficie c6nica cuya directriz en la elipee 

y coyo virtice ee el pon to  V(1,  1, 3). 
Bolucibn. Sopongamoe qoe la generatriz qoe pasa po r  un  p o n t o  cualqoiera 

P (x. y. Z )  de la euperficie corta a la directriz en el p u n t o  P'(xl, yl. 2'). tal 
como aparece en la figura 180. Las ecoacionee de esta generatriz son 
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Ademls, como P' esti  sobre la elipse (1) .  tenemor 

De las cuatro relaciones dadas por las ecuaciones (2) y (3 ) ,  podemos eliminar 
las tres cantidades x', y' y z', considerindolas como parlmetros. Esta elimi- 
naci6n puede efectuarse convenientemente sustituyendo primer0 el valor y' = 4 
de las ecuaciones (3) en las ecuaciones (2).  Despuis, de estas ultimas ecuacio- 

Fig. 180 

nes se despeja x' en funci6n de x y y, 7 z' en funci6n de y y z, y ae sustito- 
yen 10s resultados en la primera de las c;uaciones ( 3 ) .  DespuLs de ordenar 108 
tirminos, resulta 

36xa + 12ya + 9 ~ 2  + 24xy + l8yz - %x - lO2y - 7% +207 = 0, 

que es la ecuaci6n buscada de la superficie. 
E l  estudiante debe observar que una superficie cdnica puede construirse tra- 

zando las generatrices, o sea, las rectas qne unen el virtice con puntos de la 
directriz. 

En el estudio de una superficie cdnica, no se pierde generalidad 
tomando el vhrtice en el origen. Vamos a demostrar ahora que la 
ecuaci6n de una superficie tal es homoghnea en Ias tres variables 
2 ,  Y z. 

Se dice que un polinomio algebraic0 , en dos o m4s variables, es 
hmog6ne0, si todos sus thrminos son del misrno grado. Ad, la funeidn 

eus homoghea y de segundo grado . 
Hay una ptueba sencilla para averiguar la homogeneidad de una jua- 

c i h .  Si la funci6n es j (z, y , z) , consiste en sustituir las variables 
z g y z por kz, kg y kz , respectivamente , en donde k es una cons- 
tante diferente de cem. Si obtenemos la identidad 
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entonces j ( z ,  y , z) es una funci6n homoghea de grado m .  Asl, 
para la funci6n ( 4 ) ,  tenemos 

j ( k x ,  kg, kz) = ( k ~ ) ~ + 2 ( k g ) ~ - 3 ( k z ) ~  

= k2(a? + 2yL + 32') 3 k2 f (2 , y ,  2 )  , 
de manera que la Eunci6n es homoghea y de grado 2. Esta prueba se 
presenta en algunos libros como dejinicidn de la homogeneidad de una 
funci6n. 

A  una funci6n homog6nea igualada a cem se le llama ecuacidn 
homqhea . Sea f (2, y, z)  = 0  una ecuaci6n homog6nea. Entonces , 
de la discui6n precedente, tenemos el hecho importante de que, si 
esta ecuaci6n tiene la soluci6n diferente de cem z  = zl , y = yl , z  = 21 , 
tambib tiene laa soluciones z 5: k z ~  , y = kyl , z = k z ~ ,  en donde k  es 
una constante cualquiera . 

Consideremos ahora una superhie c6nica de v6rtice en el origen y 
cuya directriz sea la curva 

f ( z 1  f l ) = O ,  z = c ,  (5)  

en donde c es una constante diferente de cem. Supongamos que la 
generatria que pasa por un punto cualquiera P ( z  , y  , z)  de la super- 
ficie corta a la directriz en el punto P1 (z' , y l ,  z l ) .  Como esta gene- 
ratriz pasa por el origen , sus ecuaciones son 

en donde k es una constante diferente de cem . Tambih,  como P1 esth 
sobre la directriz (5) , tenemos 

f (z', yl) = 0 ,  z ' 3  C .  ( 7 )  

De las tiltimas igualdades de las ecuaciones ( 6 )  y ( 7 )  , se deduce que 
C 

k - ,  valor que sustituido en las dos primeras de las ecuacio- 

C t  
nes (6)) da z' = 7 y y1 = 7. Si sustituImos estos vabres de 21 y y1 

en la primera de las ecuaciones (7 )  , obtenemos 

como ecuaci6n de la superhie c6nica. Si reemplazamos en la ecua- 
ci6n (8) z ,  y y z  por Kz, Yy y k'z, respectivamente, en que K  es 
una conatante diferente de cem , la ecuaci6n permanece invariable y , 
por tanto, ea homoghea. Hemos demostrado asf que una superhie 
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c6nica de vdrtice en el origen se representa por una ecuaci6n homo- 
g6nea en las tres variables x ,  y y z .  

Reclprocamente , consideremos a la superficie representada por la 
ecuaci6n 

f ( 2 ,  v ,  2 )  = 0 ( 9 )  

que es homogbnea en las tres variables z  , y y z .  En consecuencia de 
esto , el origen 0 est& sobre esta superficie. Sea P(z1 ,  yl , z l )  otm 
punto cualquiera de la superficie ; aus coordenadas satisfacen , por 
tanto,  a la ecuaci6n ( 9 ) .  Como esta ecuaci6n es homogdnea, tiene 
tambidn la soluci6n kxl , k y ~  , kzl , en donde k es una constante cual- 
quiera , de manera que el punto PI (kzl , kyl , kzl) est& tambidn aobre 
la superficie. Pero, evidentemente , el punto PI esth sobre ambas, la 
recta OP y la superficie, para todos 10s valores de k ,  y  , en conse- 
cuencia, OP ests, sobre la superficie. De acuerdo con esto, se sigue 
que la ecuaci6n ( 9 )  representa una superficie c6nica con vCrtice en el 
origen y una de cuyas generatricea es la recta O P .  

Vamos a hacer un resumen de 10s resultados precedentes en el si- 
guiente 

TEOREMA 8 .  Una ecuacidn representa una superficie cbnica con 
vdrtice en el origen , si y solrrmente ai es h o g d n e a  en las tres variables 
x ,  y ,  z y esdegradonomenor quedos. 

NOTAS. 1. El  teorema implica que una ecuaci6n lineal homoginea en 
x, y y z no representa un cono, y reciprocamente. Ya vimos que tal ecuaci6n 
representa un plano que pasa por el origen. Pero un plano no puede clasificarse 
como un cono de acuerdo con nuestra definici6n. qne excluye el caso en que el 
virtice esri en el plano de la directriz. 

2. El estudiante debe observar, en relaci6n a1 teorema 8, que una ecuaci6n 
homoginea debe en realidad repreaentar nna superficie, antes de que pueda clasi- 
ficarse como una superficie c6nica con virtice en el origen. Asi, la ecuaci6n 
xa + 4ya + 322 - 0 es homoginea en x ,  y y z, pero no representa una super- 
ficie c6nica sino que repreaenta solamente a n  punto, el origen (ver el Art.  128) . 

Ejemplo 2. Identificar y construir la superficie cuya ecuaci6n es 

Solucfbn. Ademis de la soluci6n x = y = z = 0. la ecuaci6n (10) tiene 
un nbmero infinito de soluciones reales. En  efecto, si asignamos a y p z un 
par cualquiera de valores realer diferentes de cero que Sean de signos contrarios. 
la soluci6n correspondiente para x constari de dos valores reales. P o t  tanto, 
por el teorema 8 anterior, la ecuaci6n (10) representa una superficie c6nica cuyo 
virtice estl en el origen. 

Para construir la superfie ea necesarlo solamente obtener una directriz. Asi, 
para z - 2, obtenemos de la ecuacidn (10) la directriz 
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que es una paribola que eat6 en el plano z = 2. Trazando variae generatricee 
(rectas que pasan por el origen y por puntoe de esta curva) podemos obtener 
bna figura adecuada. Una porci6n de la superficie se ha trazado en la figura 181 
junto con otra directriz, x2 = Zy, z = - 2. Evidentemente, el eje Z es tam- 
biin una generatriz de esta superficie c6nica. 

Fig. 181 

EJERCICIOS. Grupo 63 

En cada uno de loe ejercicior 1-5. se dan las ecuaciones de la direct~iz  y las 
coordenadas do1 vkrtice de una superficie c6nica. Hallar la ecuacidn de la super- 
ficie y construirla. 

1. x' + yg = 4. 2 = 2; (0, 0, 0 ) .  
2. z a = 4 y ,  x = O ;  (2. 0, 0 ) .  
S. y ' + z 2 = 9 ,  x = 2 ;  (- 1, 1, 0 ) .  
4. x2 - 4 z a p  4, y = 3; (- 1, 1, 1 ) .  
5. y = x 8 .  z = 2 ;  (0. 0. 0 ) .  

E n  cada uno de 10s ejercicios 6-13, identifiquese y constrhyase la superficie 
cuya ecuaci6n se da. 

6. x ' + y 2 - 2 z 9 - 0 .  10. xg  - 2yz = 0. 
7 .  x9 - Z y 2  + 42' - 0 .  11. 4z8 - xgY = 0. 
8. 2x2 - 4y2 - zg 0. 12. 8x4 - yz8 5 0. 
9. y2 + xz  = 0. 13. xy + xz  + yz = 0. 

14. Demostrar el siguiente teorema: La ecuaci6n Ax9 + By2 + Cz2 = 0 
representa una superficie c6nica si y aolamente si todos sus coeficientes son dife- 
renter de cero y no eon del mismo rigno. Su eje estl  entonces sobre el eje coor- 
denado correspondiente a la variable cuyo coeficiente ee de aigno contrario a1 de 
10s otros doc coeficientes. 
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16. Verificar el teorema del ejercicio 14 para la auperficie c6nica 

16. Completando 10s cuadrados, demuistrese que la ecuaci6n 

representa una superficie c6nica cuyo vLrtice es el pun to  (1, 2 ,  - 2) .  
17. Si  la ecuaci6n de una superficie es homoginea en las cantidadea x - h. 

y  - k y z - I. en donde h. k y I son constantes, demuistrese que la superfi-  
cie ea un cono con virtice en (h ,  k. I ) .  (Ver  el ejercicio 16.) 

18. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomitrico de un p u n t o  que se 
moeve de tal manen  quo se mantiene siempre equidiatante del plano X Z  y del 
eje Y. Const ru i r  el lugar geomitrico. 

19. U n  pun to  se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a 10s 
planos coordenados es siempre igual a su distancia del origen. Hallar e identifi-  
car la ecuacion de su lugar geomitrico. 

20 .  Calcular el volumen limitado po r  las superficies 

21. Calcular el irea de aquella porci6n de la superficie c6nica 

comprendida entre su virtice y el plano y  = 3. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 22 y 23, tnnsf6rmese  la ecuaci6n rectangular 
dada de una auperficie c6nica en:  a )  coordenadas esfiricas; b )  coordenadas 
cilindricas. 

24. Describir la familia de superficiea c6nicas repreaentada po r  la ecuaci6n 
x a  + y a  - za tgs 9 = 0. en donde el par imetro  9. llamado angulo  generador 
del cono, puede tomar todos 10s valores comprendidos en el interval0 0 < 9 < n 

n except0 -. J Q u i  representa 9 geomitricamente? 
2 

25. Las coordenadas esfiricas (r .  9 ,  0)  do un p u n t o  cualquiera en el espa- 
cio, son 

r = kl. 9 = ka. 0 = Rs. 

en donde kl. R; y R a  son constantes arbitrarias independientes o parimetros.  
Identificar la familia de superficies representada p o r  cada una de estas tres ecua- 
ciones. Demostrar que, p o r  cada p u n t o  de1 espacio no  conteuido en un eje coor- 
denado, pasa una y aolamente una auperficie de cada una de estaa familias. (Ver  
el ejercicio 24 del grupo 62, Art .  134. ) 

136. Supericies de revoluci6n. Una superficie de revolucidn es la 
engendrada por la rotaci6n de una curva p1a.na en torno de una recta 
fija contenida en el plano de em curva. 

La curva plana se llama generdriz, y la recta fija eje de revolu- 
cidn o , simplemente, eje de la superficie. Cualquier posici6n de la 
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generatriz se llama seccidn meridiana o meridiano, y cada circunfe- 
rencia descrita por un punto de la generatriz se llama paralelo de la 
superficie 

De estas definiciones , tenemos de inmediato 10s siguientes hechos : 
a )  Toda secci6n meridiana es congmente con la generatriz y es la 

intersecci6n de la euperficie con un plano que paw por el eje. 
b )  Todo paralelo tiene su centro eobre el eje y eat& contenido en 

un p h o  perpendicular a1 eje . 
El estudiante observarh que la8 superficies de 10s cuerpos estudiados 

en Geometria elemental -la es- z fera , el cilindm circular recto y 
el cono circular recto - son su- 
perficies de revoluci6n. 

En la determinaci6n de la 
ecuaci6n de una mperficie de 

,y revoluci611, no se pierde gene- 
ralidad si se toma la generatriz 
en uno de 10s planos coordenados 
y como eje de revoluci6n uno de 
10s ejes coordenados contenidos 
en ese plano . Este procedimien- 
to, ademh, conduce a un resul- 

X tad0 muy simple, como veremos 
Fig. 182 ahora. Seg6n esto , supongamos 

que la generatriz G (fig. 182) 
contenida en el plano XY tiene por ecuaciones 

y supongarnos que el eje de revoluci6n es el eje X , tal como aparece 
en la figura. Vamos a determinar la ecuaci6n de eata mperficie de 
revoluci6n por el metodo de parhmetros. 

Sea P  (z , y  , 2 )  , un punto cualquiera de la superficie . El paralelo 
que pass por P  corta a G en un punto del plano XY, digamos 
P' (z' , y' , z') , y su centro C  eats sobre el eje X. Por ser radios del 
misrno paralelo, JCPI = JCP'I. Pem como ICPJ = d w  y - 
CP' = y' , tenemos la relaci6n 

y'= * d y ' + z 2 .  

Tambien, como P  y PI estsn en el mismo plano, 
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Ademh, como el punto PI eat4 mbre G ,  tenemos, de las ecuacio- 
nes (1) 1 

j ( & ,  y l )  = 0 ,  z '=  0 .  ( 4  1 
Eliminando 10s tres parhmetros z', y' , z' entre las cuatro ecuaciones 
( 2 ) ,  (3) y ( 4 ) ,  obtenemos 

j ( 5 ,  f ~ / # P + z ' )  = 0 ,  

que es la ecuaci6n buscada de la superficie de revoluci6n. 
AnQogamente , haciendo girar la curva (1) en torno del eje Y , 

hallamos que la ecuaci6n de la superficie de revoluci6n correspondiente es 

j (*  d m ,  y )  = 0 .  

Se obtienen resultados an4logos cuando la generatriz esth en cada 
uno de 10s otros planos coordenados y se le hace girar en torno de un 
eje coordenado contenido en dicho plano . Todos estos re~ultados se 
resumen en el siguiente 

TEOREMA 9 . Sea S la superfie de rerolucidn que tiene por genera- 
triz a la curva G conienida en el plano coordenado 6 y a1 eje coorde- 
nado 1 contenido en 8 por eje de revolucibn. Entonces la ecuacidn de S se 
obtiene sustituyendo en la ecuaci6n plana de G Zcr raiz cuadrada de Zcr suma 
de 10s cuadrados de la8 dos variables no medidcre a lo largo de 1 en lugar 
de aquella de eslas doe variables que aparece en lo ecuacidn phna de G . 

Ejemplo 1. Hallar la ecuaci6n de Ia superficie engendrada por la rotaci6n 
de la hipirbola 

y a - 4 x a = 4 .  2 - 0  
en torno del eje Y. 

(5) 

Fig. 183 

Solucibn. La8 vrriables no medidaa a lo largo del eje Y son x y z. Por 
tanto, de acuerdo con el reorema 9. surtituimoa * t/= en lugar de x en 
la primera de Ira ecuaciones (5). E l  resultado 

es la ecuaci6n buscada de la superficie. El eatudiante debe diacutir esta auperficie 
por el mdtodo explicado en el Articulo 129. Una porci6n de la superficie aparece 
en la figura 183 y consta de dos hojas diferentes. Se Ie llama con toda propiedad 
hiperboloide de reoolucidn de dos hojas. 
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Consideremos ahora el problema reciproco , a saber, dada la ecua- 
ci6n de una superficie, determinar si representa una superficie de 
revoluci6n. Si uno de 10s ejee coordenados es el eje de revoluci6n1 la 
soluci6n es comparativamente sencilla, porque entonces las secciones 
de la superficie por planos perpendiculares a1 eje son todas circunfe- 
rencias cuyos centros estin sobre dicho eje. Se dice entonces que la 
superficie se eztiende a lo largo del e j e .  

Z E j e m p l o  2. Demostrar qoe la ecuaci6n 

9x1 + 9y' - za = 9 (6) 

representa una snperficie de revolucion. Hallar so  
eje de revoluci6n y Ias ecuaciones de la generatriz en 
u n o  de 10s planos coordemdos quo contenga a1 eje. 

Solucibn.  Evidentemente, 10s p 1 a n  0 s  z = k 
cortan a la superficie (6) en las circunferencias 

cuyos centros, para todos 10s valores de k, es t in  
sobre el eje Z. P o r  tanto,  la ecuacidn (6) r tpre- 
senta una superficie de revolncidn capo  eje de revo- 
luci6n es el eje Z. E l  eje Z es t i  contenido en el 
plano YZ. y la traza de la superficie (6) aobre 
el  p lano t s  la generatriz 

Fig.  181 9y' - za = 9. x 5 0 ,  (7) 

Evidentemente, la superficie (6) puede engendrarse haciendo girar la h ip i r -  
bola (7) en torno del eje Z. Una  parte de esta auperficie aparece en la f igu- 
ra 184; s t  le llama apropiadamente hiperboloide de reoolucidn de una hoia.  

E J E B C I C I O S .  G r u p o  84 

1. Establecer el teorema 9 del Ar t icolo  136 cuando la generatriz es t i  en el 
p lano XZ y el eje de revolncidn es: a )  el eje X ;  b) el eje Z, 

2. Eatablecer el teorema 9 del Ar t iculo  136, cuando la generatriz es t i  en el 
plano YZ y el eje de revoluci6n es: a )  el eje Y: b )  el eje Z. 

3. Deducir la ecuaci6n de la superficie esfkrica de radio r quo se obtiene 
haciendo girar la circunferencia x' + y 2  = ra, z = 0. en to rno  del eje X. 

4. Dedncir la ecuacion de la snpcrficie del ci l indro circular recto do radio r 
quo se obtiene haciendo girar la recta x = 0. y r ,  en to rno  del eje Z. 

5 .  Deducir la ecuaci6n de la auperficie del cono circular recto quo se obtiene 
haciendo girar la recta 1 en to rno  del t je  Z, sabiendo que  I eati  contenida en el 
plan0 YZ, pasa por el origen y forma un  ingu lo  agudo @ con la parte positiva 
del eje Z. E l  hngnlo @ se llama angulo  generador del cono. (Viase el ejerci- 
cio 24 del g rupo  63. Ar t .  135.) 

6 .  Deducir la ecuaci6n de la superficie de revoluci6n engendrada po r  rota- 
ci6n de la paribola yS = 4 p x ,  z = 0, en torno de su eje, el eje X. Cons t ru i r  
la superficie asi obtenida,  la cual se llama paraboloide d r  reoolucidn. 
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7. Hallar la ecuaci6n de la superficie de revolucidn engendrada por  rota- 

ci6n de la elipse ? + la = 1, z = 0, en donde a > b, en torno de eu eje fo -  
aa ba 

cat, el eje X. Const rui r  la eaperficie. La superficie generada p o r  rotaci6n de 
ana  elipse en torno de uno  cualquiera de eus ejes se llama elipsoide de reuolucidn. 
Si es en torno del eje focal, se le llama tambi in  elipsoide alargado. 

8. Deducic'la ecuacidn de la superficie de revoluci6n generada por  rotacidn 
de la rlipse del ejercicio 7 en torno de su eje normal,  el eje Y. Construir  la 
superficie. E n  este caso, el elipsoide de revolucibn tambiCn se llama elipsoide 
achatado o esferoide. 

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 9-20, hillese la ecaaci6n de la superficie de 
revoluci6n generada po r  rotaci6n de la carva dada en torno del eje especificado. 
Construyase la saperficie. 

x 2  + z 2  = 4, y = 0 ;  eje Z .  

y = 3x, z = 0 ;  eje X. 

= Zy, x = 0 ;  eje Y. 

ya-z"4, x = O :  eje Y. 

9 x a + 4 y a  = 36, z = 0 ;  eje Y. 

~ 2 + 2 y = 6 ,  z = 0 :  eje Y. 

y a - 2 z a + 4 z  = 6 ,  x - 0 ;  eje Z. 

Y + $ = l .  x = O ;  e j e Z .  
2 

17. y2 = 22, x = 0 ;  eje Y. 

18. y = xa. z = 0 ;  eje X. 

18. z m e z ,  y = 0 :  eje Z .  

20. YZ = I ,  x = 0 :  eje Z .  

E n  cada uno de 10s ejercicios 21-26. demostrar que la ecaaci6n dada repre- 
senta ana  superficie de revoluci6n, y hallar su eje de revolaci6n. y Ias ecuacio- 
nee de la generatriz en uno de 10s planos coordenados que contenga al eje. 
T raza r  la superficie. 

27. Se hace girar la paribola ya 22. x = 0 en torno del eje Z. Hallar, 
en coordenadas esfiricas, la ecuaci6n de la saperficie generada. Conetruir  la 
saperf icie. 

28. Se hace girar la elipse xa + 4y' = 4, z = 0, en torno del eje X. I ia-  
Ilar, en coordenadas cilindricas, la ecuaci6n de la superficie genera&. Cons- 
truir  la superficie. 

20. Hallar e identificar la ecaaci6n del lugar geomCtrico de a n  p a n t o  que se 
maeve de tal manera qae  la suma de sus distancias a los don pantos  (2, 0, 0 )  y 
(- 2, 0. 0) es siempre igaal a 6. Construir  el lugar geomitrico. 
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30. Deducir la ecuaci6n de la auperficie de revoluci6n generada po r  rotaci6n 
de la circunferencia x3 + y2 - 2 b y  + b 2  - as  = 0 ,  z  = 0, en torno del eje X. 
Const ru i r  la saperficie para a  = 2  y b  = 3. Cuando b  > a ,  la superficie se 
llama to r0  o ani l lo  de ancla. 

137. Superflcies regladas. Vnmos a considerar ahora un tip0 
mtis general de superficies del cual son ejemplo el plano , la superficie 
cilindrica y la c6nica. 

DEFINICI~N . Una superfieie reglada es aquella que puede ser en- 
gendrada por el movimiento de una lines recta. 

La lfnea recta en movimiento , en cualquiera de sus posiciones , se 
llama generatriz de la superficie . 

Se sigue de esta definici6n que una superficie cilindrica es una 
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas , mientras que 
la superficie c6nica es una superficie reglada cuyas generatrices son 
todas concurrentes . 

Como en el caso de la superficie cilfndrica (Art. 133) y c6nica 
(Art. 135), las ecuaciones de las superficies regladas pueden obtenerse 
por el m6todo del partimetro. 

E j e m p l o  1. Hallar la ecuaci6n de la superficie reglada generada por  la 
familia de rectas 

2x  - y + kz = 0. 2 k x +  k y  - 4 2  - 0 .  

Solucibn. Para cada valor del par lmetro  k ,  la recta correspondiente de la 
familia (1) debe estar en su totalidad aobre la auperficie. E s  decir. todos 10s 
puntos  cuyas coordenadas satisfacen las ecuaciones (1) deben estar sobre la 
superficie, cualquiera que sea el valor de k .  P o r  tanto ,  las ecuaciones de la su -  
perficie deben ser independientes de k y pueden obtenerse a par t i r  de las ecua- 
cionea (1) simplemento eliminando el par imetro  k. Asi. despejando k de cada 
una de eatas ecuaciones. obtenemos 

de donde, 

o sea, 
4 x P  - y3 + 423 - 0. 

qae  er la ecuaci6n buscada. Er ta  saperficie reglada or, evidentemente. la super- 
ficie de un cono circular recto cuyo virtice es t i  en el origen y cuyo eje se exti tnde 
a l o  largo del eje Y. 

Si no se dan las ecuaciones de las generatrices de una superficie 
reglada como en el ejemplo anterior, pueden obtenerse a partir d& la 
forma en que se engendra la superficie. La ecuaci6n de la superficie 
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EJEBOIOIOS. Umpo 66 

1. Demortrar el teorema 10 del Articolo 138. 
8. Como reroltado de la traslaci6n de lor ejer coordenador a1 noevo origen 

Ot(-4. 3, 5).  Iar coordenadar de dor pontor son P I  (6, -3, 2) y PI(-2, 1. 2) 
referidos a 10s nuevos ejes. Hallar la8 coordenadar de ector pontor referidor a lor 
ejes originaler. Iluctrar 10s resaltador con ana figora. 

3. Hallar Iar noevas c o o r d e n a d a r de 10s pontor PI (- 2, 3. 4) y 
P I  (I.  - 4, 5) en ana traslaci6n en qoe el noevo origen er el ponto 0 1  (2. 2, 7). 
Ilustrar 10s reroltador con una figura. 

4. Hallar la tranrformada de la ecoaci6n 

de ona superficie a1 trasladar lor ejes coordenador a1 nuevo origen (1, -2. 3) . 
Conrtrair la soperficie y trazar amboa sistemar de ejer. 

6. Rerolver el ejercicio 4 por el mCtodo de completar coadrados. 

En  cada ano  de lor ejercicios 6-10, por una traslaci6n de 10s ejer coordena- 
don, transformar la ecoaci6n dada de ona roperficie en otra ecoaci6n que ca- 
rezca de tirminos de primer grado. Conrtroir la soperficie y trazrr ambos 
rirtemar de ejes. 

6. 2x3 + 3z2 + 16x - 62 + 29 = 0. 
7. 9x2 + 4ya + 36za - 18x + 16y = 11. 
8. xz - 4yI + 22' - 6x  - 8y + 82 + 9 - 0. 
9.  x a + y I + z ' - 3 x +  y - 6 z + 8 = 0 .  
10. y a - 3 y a -  za + 3y -42 = 5. 

11. Dedacir lar ecaacioner reganda y tercera del ristema (3) del Art. 138. 
12. Deducir las trer ecoacioner del sirtema (6) del Art. 138. 
13. Demostrar qoe el grado de una ecoaci6n no re altera por transformaci6n 

de coordenadac en el espacio. 
14. Hallar lar nuevar coordenadar de o n  ponto P I  (6, - 3, 3) cuando lor 

ejea coordenador son girados de tal. manera qoe 10s cosenor directores de loc nae- 
vor ejes con respecto a 10s ejer originaler ton 

I16strese con una figura. 
16. Si las noevas coordenadas de o n  ponto PI son (3. 9. - 6 ) .  con refe- 

rencia a 10s ejes girados del ejercicio 14, hillense las coordenadas de PI con rer- 
pecto a 10s ejes originalea. 

16. Si se hace girar a 10s ejer X y Y un ingulo agodo 8 alrededor del eje Z 
como recta fija, demoistrese que el sistema (3) del Articolo 138 toma la forma 

x = xt  cor 8 - y' sen 8 ,  y = x1 ren B + yt cor 8 ,  z - zt. 

(Ver el teorema 2 del Art. 51 .) 
17. Bajo la8 condiciones del ejercicio 16, demuhstrese qoe el aistema (6) del 

Articalo 138 toma la forma 

xt  - x cos 8 + y sen 8 ,  y' = - x sen 8 + y cor 8 ,  z1 3 z. 

(Ver el ejercicio 19 del gropo 21, Art. 51 .) 
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18. Hallar la transformada de la ecaac16n 

a1 hacer girar 10s ejes coordenados de tal manera que 10s cosenos directores de 
10s nuevos ejes con respecto a 10s originales scan 

Construir la superficie. 

10. Hallar la transformada de la ecuaci6n 

a1 hacer girar 10s ejca coordenados de tal mancra que 10s coaenoa directores de 10s 
nuevos ejes con reapecto a 10s originales aean 

Construir la snperficie. 

Los ejercicios 20-25 re refieren a la tabla (1) y a 10s aistemas (3) . (4) y (6) 
del Articulo 138. 

80. Usando el hecho de qae el eje Zt  ca perpendicular a ambos ejes Xt y Y t  
y seleccionando de la tabla (1) 10s ingulos dircctorea convcnientea, demoatrar. 
por medio del artificio de 10s numeros directores (Art. 113). quc 10s conenos 
directores del eje Z estin dadoa por Ias relaciones 

cos a s  COs 01 coa Ya - cos 01 cos y l ,  

cos 08 = cos aa cos y l  - con a1 cos yp, 

cos ys  = cos al cos Pa - cos aa cos 01. 

21. Anilogamente, como en el ejercicio 20, demostrar qae 10s cosenos direc- 
tores del cje X t estin dado8 por Iaa relacionea 

cos a1 cos 01 COB ys - coa 0s cos Ya. 

cos 01 = cos a s  cos ya - cos a2 cos yr. 

cos y 1 3 cos aa c0S - cos a s  cos pa. 

88. P o t  medio del rcsultado del ejercicio 20 y la tercera relaci6n del sia- 
tema (4). demontrar qae el determinante del nistema (3) en igaal a la unidad. 

2s. De 10s resaltados de lor ejercicioa 21 y 22, demostrar, por medio de la 
regla de Cramer, qae la soluci6n del sistema (3) para xt estl dada por la pr imen 
relaci6n del ristemr (6) . 

24. Anilogamente, como en el ejercicio 23, demoatrir qae la soluci6n del 
sistema (3) para yt y z t  esti dada por las relaciones segunda y tercera, respec- 
tivamente, del siatema (6). * 

25. Anilogamente, como en el ejercicio 24, demostrar que la soluci6n del 
sistema (6) esti  dada por el sistema (3). 



SUPERFICIES 425 

139. Ecaaci6n general de segundo grado con tree variables. De 
considerable importancia en la Geometria analitica de tresdimensiones 
es la ecuaci6n general de segundo grado con tres variables, 

Ax2 + Bya + Cia + Dq + Ezz + Fyz 

+ G z + H y + I z + K = 0 ,  (1)  

en donde uno , por lo menos, de 10s seis coeficientes A , B , C , D , E 
y F es diferente de cero. Una superficie cuya ecuaci6n es de la for- 
ma ( 1 ) , es decir , de segundo grado , ee llama , apropiadamente , 
superjEcGe cuddrica o simplemente una ctufdrica . El estudiante obser- 
van4 que algunas de las superficies previamente estudiadas son super- 
ficies cusdricas. POT ejemplo , la superficie eatBrica es una cddrica. 
Tambibn, las supedcies cilindrica y c6nica cuyas ecuaciones eean de 
segundo grado, eon cusdricas, tenemos asi el eilandro cuddtico y el cono 
cuddrico . De manera semejante, cualquier auperficie reglads repreeen- 
tada por una ecuaci6n de eegundo grado 8e llams cuddn'ca re&&. 

Vamos ahora a llamar la atenci6n sobre una propiedad important, 
de las cuidricas . Supongamos que cortamos la cuhdrica ( 1 ) por un 
plano cualquiera paralelo a1 plano XY, es decir , el plano z - k ,  en 
donde k es una constante real cualquiera. Las ecuaciones de la curva 
de intersecci6n se obtienen sustituyendo z por k en la ecuaei6n (1) ; 
Bstas son 

Az2 + By" D~ry + (Ek + C)z 

+ ( F k + H ) y + C k 2 + I k + K = 0 ,  z = k .  

Por nuestro estudio previo de la ecuaci6n plana general de segundo 
grado con dos variables (Capitulo IX)  , reconocemos esta curva como 
una secci6n c6nica , o una forma lfmite de una secci6n c6nica, conte- 
nida en el plano z = k. Mhs generalmente , podemos demostrar que , 
si una superjEcie ctufdtica es cortadrr par un plano cualguiera , la curva 
de interseccih es una seccibn cdnica o una forma llmite & uno seccz.6~ 
c6nica . Vemos ahora que nuestra determinaci6n previa de las secciones 
c6nicas como secciones planas de un cono circular recto, hecha sn  el 
Articulo 78 , es un cam especial de esta propiedad. 

La ecuaci6n general (1)  de una cddrica ocupa entre las auperfi- 
cies, en Qeometrh analltics del eepacio , un Idgar anhlogo a1 ocupado 
entre las curvas planas, en Geometria analitica plana, por lo ecuaci6n 

que es la definici6n analitica de una eecci6n dnica. En el 'Capitulo I X  
hicimos un estudio de la ecuaci6n (2 )  y una clasificaci6n de 10s lugarea 
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geom6tricos reprwxtados por ella. Se puede hacer un estudio eeme- 
jante de la ecusCci6n ( 1 ) y una clamficaci6n de sus lugarea goom6tricos, 
pen,, evidentamente , para tree variables la discusi6n es mucho mds 
larga y complicada. Se demuestra en tratados avansados que me- 
diante una transformaci6n apropiada de coordenadas, se puede transfor- 
mar la ecuaci6n (1)  de manera que tome una de las dos formaa tip0 : 

(1  M z a + N y s + P 9 =  R ,  

(11) Mz' + Ny' = Sz . 
Laa superficies del tipo ( I )  tienen un centro de simetrfa, el origen , y 
por esto se llaman cuddricas con csrrtro . Las super6cies del tipo ( I1 ) 
no tienen centro de sirnetria y se Ilaman, por lo tanto, cudd~ieas 
sin  TO. 

En la &ina siguiente se da, en forma de tabla, una clasScaci6n de 
las superficies representadas por ecuaciones de 10s t i p s  ( I ) y ( I1 ) . 
La naturaleza de estas superficies depended, natufalmente, de 10s 
coeficientes, de 10s cuales uno o mds pueden ser cero. Debe obser- 
varse , sin embargo, que el ndmero de tales coeficientes nulos es limi- 
tado, porque, como hemos anotado previamente (nota 2 del teo- 
rema 11, Art. 138), el grado de una ecuaci6n no ee alters por una 
transformaci6n de coordenadas en el espacio . 

Por una simple obsemaci6n de estas dos tablas vemos que , si uno 
o mds coeficientes son cero , el lugar geometrico , si existe , est4 entre 
las superficies que hemos estudigdo previamente . Estos lugares geo- 
m6tricos incluyen las superlicies del cilindro y cono rectos y a ciertas 
formas degeneradas que constan de dos planos diferentes , dos planos 
coincidentes (o un solo plano) , dos planos que ee cortan, una sola 
recta (una forma lfmite de un cilindro) , y un punto. 

Si ningdn coeficiente es cero, las tablas muestran que el lugar 
geom6tric0, si existe , es una superficie de la cual no hemos discutido 
anteriormente ningh detalle . Estas superlicies son las tres cuddricas 
con centro : el elipsoide y 10s hiperboloides de una y dos hojas , y las 
dos cuddricas no centrales : 10s paraboloides elfptico e hiperb6lico. 

140. Cutidricae con centro. Vamos a considerar ahora las cud- 
dricas con centro , representadas por la ecuaci6n 

M z z + N y a +  Pz' = R ,  

en donde todos 10s coeficientes son diferentes de cero. Podemos enton- 
ces escribir esta ecuaci6n en la forma 
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T I P O  ( I ) .  Mx2 + N y 2  + Pz' 5 R 

I 

Todoa poaitivor 
Todoa negativoa 
Doa poaitivor, ano negativo 
Uno positito, dos negativoa 
Uno cero. doa positives 
Uno cero. doa negativoa 
Uno cero, uno poaitivo, ano ne' 

gativo 
Dos cero, ano positivo 
Dor cero, uno negativo 

COEFICIENTES 

R* I M. N. P 

Elipsoide 
Ning6c lagar geomCtrico 
Hiptrboloide de una hoja 
Hiptrboloide de doe hojar 
Cilindro eliptico (o circular) recto 
N i n g h  lagar geomitrico 

LUGAR GEOMETRICO 

Cilindro hiperb6lico recto 
Doa planoa paraleloa diferenter 
Ning6n lugar geomitrico 

Cuando R < 0, se invierten loa signor de loa coeficientea M. N y P: 10s 
lagatea geomitricos correspondientes estardn dadoa enroncea como para R > 0. 

Todor del miamo aigno 
Dor poaitivor, ano  negativo 
Uno cero, doa del miamo signo 

Uno cero, doc de aignoa contrarioa 
Dos cero 

T I P O  (11). M x a  + N y 2  - Sz 

Un solo panto, el origen 
Cono recto 
Todoa lor puntoa aobre a n  eje CO- 

or denado 
Doa planor quo ae cortan 
Un plano coordenado (dos planor 

coincidenter) . 

COEFICIENTES 

Del mismo signo 
Signoa opuestor 
Uno cero 

-I Del miamo aigno 

Signor opueatoa 
Uno cerc 

LUGAR GEOMETRICO 

Paraboloide eliptico 
Paraboloide hiperb6lico 
Cilindro parabolico recto 

Todor lor pantoa robre un eje co- 
ordenado 

Doa planos qae se cortan 
, Un plano coordenado (do8 planoa 

coinciden tea) 

** Cuando S < 0, re invierten 10s rignoa de lor coeficientea k? y N ;  lo8 
lagarea geomitricoa corrtapondientea eatarin dadoa entoncts como para S > 0. 



428 GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO 

llamada jorma canbnica & una cuddrica con centro. Como para Ins 
secciones c6nicas, veremos que es mPs sencillo eetudiar las cuidricas a 
partir de las formas can6nicas de sus ecuaciones . De la ecuaci6n ( 1 ) 
se deduce que cada cuidrica con centro tiene tres planos de simetrfa 
(10s planos coordenados) llamados planos phipales, tres ejes de si- 
met& (10s ejee coordenados) llamados ejes ptincipde8, y un centro 
de simetrfa (el origen) llamado centro de la supedcie. 

Si todos 10s coeficientes en la ecuaci6n ( 1 ) son negativos , no hay 
lugar geom6trico. Por tanto, solamente quedan tres cams por consi- 
derar , segdn que el ndmero de coeficientes poaitivos sea tres, dos o 
uno . Tenemoa entonoes 10s tres siguientes tipoa de superficiee : 

a) Elipsoide - todos 10s coeficientes poeitivos . 
b) Hiperboloide de una hoja -doe coeficientes poeitivos, uno 

negativo . 
c) Hiperboloide de do8 hojas -un coeficiente positive, do8 ne- 

gativos . 

a )  Elipsoide. La forma c a n  6 n  i c a  de la ecuaci6n del elip- 
soide es 

Podemos discutir esta ecuaci6n de acuerdo con 10s mdtodos del Ar- 
tfculo 129. Las intercepciones con 10s ejes X , Y y Z son + a ,  + b 

y * c , respectivamente . Lo8 seis pun- 
tos de intersecci6n del elipsoide y 10s ejes 
coordenados se llaman vdrtices. En la 
figura 188 se han designado por las 
letras A ,  A', B ,  Bf  y C ,  C f .  Si 

y a > b > c ,  108 acgmentos AAI , B B ~  y 
CCf se llaman, respectivamente, eje 
mayor, q e  d w  y eje nrenor del elip- 
mide . 

Todas laa t r a m  sobre loe plan08 co- 
Fig. 188 ordenadoa son elipses . 

Ls superhie es sim&rica aon respecto 
a todos 10s planos croordenadoe, a todoe lo8 ejea coordenadoe, y a1 
origen . 

Todae la8 wcionee del elipsoide hechas por 10s planoa paralelos a 
10s coordenados son elipeea dentro de 10s limites de la superficie, que es 
cerrada y este contenida en eu totalidad dentro del paralelepfpedo que 
ticne por caras 10s planoa z = * a ,  y = * b y z E * c. 
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Si dos cualesquiera de 10s coeficientes en la ecuaci6n (2) son igua- 
lea, la superficie $13 llama elipsoide de revolucibn. En particular, ei 
a  > b y c = b , tenemos el e l i p s d e  alargado , una superficie de revo- 

z2 y' 
luci6n que se obtiene haciendo girar la elivse 7 + - 1 , z = 0 ,  en 

torno de su eje mayor. TambiBn , si a > b y c = a ,  tenemos el dip- 
soide achatado o eejeroide, que es una superficie de revoluci6n que se 

2' y2 obtiene haciendo girar la elipse ;;i + 3 = 1 , z = 0 ,  en torno de su 

eje menor. Si a  = b = c , la superficie (2) es una esfera de radio a  ; 
luego , la superficie esfbrica es un caso especial del elipsoide. 

b) Hiperboloide de una h j a .  Una forma candnica de la ecuaci6n 
del hiperboloide de ,una hoja es 

Las o t m  do8 formas can6nicas son 

Nuestra discusi6n de la ecuaci6n (3) servir4 tambibn para estas dos 
~ l t imas  formaa, ya que las tres superficies difieren solamente en sus 
posicionea con relaci6n a 10s ejes coordenados. 

Las intercepcionea con 10s ejes X y Y son * a y * b, respecti- 
vamente . No hay intercepcionea con el eje Z. 

Las trams sobre 10s planos XY , XZ y YZ son, respectivamente , 
la elipm + 2' 2' b'= 1, z =  0 ,  la hiperbola ---=l, y = O ,  y l a  

a2 a' c' 

3' f hiperbola 7 - - = 1 , 2 = 0 
b cg 

La euperficie es simbtrica con respecto a todos 10s planos coordena- 
dos , ejes coordenados y al origen . 

Las secciones de la superficie por planos paralelos a1 XY son las 
elipses 

De las ecuaciones ( 4 )  se deduce que, a medida que k aumenta de 
valor, estas elipses aumentan de tamafio . Se sigue , adem8s , que la 
superficie no es cerrada sino que se extiende indefinidamente. En 
la figura 189 ( a )  aparece una parte dc la superficie , y se dice que ee 
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extiende a lo largo del eje 2. Cualquier hiperboloide de una hoja 
se extiende a lo largo del eje ooordenado correepondiente a la variable 
cuyo coeficiente ee negativo en la forma can6nica de su ecuaci6n. 

Si en la ecuacidii (3) es a = b , la mperficie es un hiperboloide de 
revolucibn de una hoja que puede engendrarse haciendo girar la hip& 

y' z2 bola ---= 
ba c' 1 ,  x = 0 ,  en torno del eje 2. (Vkse el ejemplo 2 

del Artfculo 136. ) 

Fig. 189 

Vamos a comparar ahora la ecuaci6n (3) con la ecuaci6n 

que represents una euperficie c6nica de segundo grado con eje en el 
eje 2. Si cortamos cada una de las supeficies (3) y (5) por el pla- 
no y = mx, la curva de intersecci6n para el hiperboloide (3)  ee la 
hiperbola 

y para el cono ( 5) ee el par de recta8 que se cortan 
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Para todos 10s valores de m, la8 rectas (7) eon laa ashtotas de la 
hip6rbola ( 6 ) .  Ademha, las hiptbolas (6) estsn sobre el hiperbo- 
loide (3 ) ,  y las rectas (7)  eatsn sobre la superfiaie (5) para todos 
10s valores de m . Vemos, entonma, que la superficie ( 5) guards una 
relaci6n con el hiperboloide (3) an4loga a la que guardan las aeintotas 
con una hip6rbola, y que el hiperboloide se aproxima m4s y m&s a la 
euperficie c6nica a medida que ambas supeficies se alejan m&s y m&s 
del origen . Por eeto , la superficie (5) se llama con0 asintbtieo del 
hiperboloide (3). En la figura 189 (a )  a pa re  ce una porci6n de 
este cono. 

Eacribamos ahora la ecuaci6n (3) en la forma 

Descomponiendo 10s dos miembroe en faotores , resulta : 

Ahora es f4cil ver que la ecuaci6n (8) puede obteneme eliminando el 
padmetro k de cualquiera de las dos siguientes familias de rectas : 

Por tanto (Art. 137), el hiperboloide & una hoja cs una atper+ 
reglado engendrada por una & esta8 doe jamilia8 de redas. Cada una 
de la8 familias de recta (9)  y ( 10) ae llama un haz alabeado de 
aegundo orden o regulus del hiperboloide (3).  Puede demostrame que 
por cada punto del hiperboloide paea una y solamente uns generatriz 
de cada bar. Algunae de eetas generatrices aparecen en la figu- 
ra 189 (b) . 

c) Hiperboloide de dos Aqja8. Una forma can6nica de la ecuaci6n 
del hiperboloide de dos hojas ea 

Como para el hiperboloide de una hoja , hay otras dos formas can6ni- 
cas , aiendo la diecuai6n de la ecuaci6n (11) representativa de todaa 
las formas. 
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Las intercepciones con el eje X son * a .  No hay intercepciones 
con 10s ejes Y y Z .  

Las trazas sobre 10s plands XY y XZ eon, respectivamente , las 
x' f zZ z3 

hip6rbolas7--= 1, z = O  y ---= 1, y SO.  Nohaytraza 
b' at c2 

sobre el plano YZ. 
La superficie es sim6trica con respecto a todos 10s planos coordena- 

dos , ejes coordenados y a1 origen . 
Las secciones de esta superficie por pla- 

X 
A nos paralelos a1 YZ son las elipses 

tS 2' k' >++=-- a2 1, z =  k ,  

siempre que I k 1 > a .  Para k = * a ,  te- 
nemos solamente 10s dos puntos de inter- 
seccidn con el eje X ,  (* a ,  0 ,  0) .  Para 
valores de k comprendidos en el interval0 
- a < k < a ,  no hay lugar geom6trico. 
De esto se sigue que la superficie no es 
cerrada sino que eatti compuesta de dos 
hojas o ramas diferentes que se extienden 
indefinidamente . Una porcidn de la super- 
ficie aparece en la figura 190, en donde 10s 
ejes coordenados han sido colocados de ma- 

Fig. 190 nera que el dibujo resulte m&s claro. Se 
dice que la superficie se extiende a lo largo 

del eje X. Cualquier hiperboloide de dos hojas se extiende a lo lar- 
go del eje coordenado correspondiente a la variable cuyo coeficiente es 
positivo en la forma candnica de su ecuaci6n. 

Si en la ecuacidn ( 11 ) b = c , la superficie es un hiperboloide de 
revolucibn de do8 hojas que puede engendrarse haciendo girar la hiper- 

x2 y2 
bola 7 - - = 1, z = 0 ,  en torno del eje X .  (Vhse el ejemplo 1 

a b2 
del ~r%culo-136. ) Como para el hiperboloide de una hoja , podemos 
demostrar que un hiperboloide de dos hojas tiene tambiBn un con0 
asintbtico . Para la superficie ( 11 ) , la ecuacidn de este cono es 

Una porcidn del cono aparece en Unea de trazos en la figura 190. Para 
el hiperboloide de dos hojas cuya ecuacidn en su forma candnica es 
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la ecuaci6n de su cono asinMtico es 

que es el cono asint6tico (5) del hiperboloide de una hoja (3). 
Cuando un hiperboloide de nna hoja y un hiperboloide de do8 hojas 
tienen un cono asint6tico c o m b ,  se llaman , apmpiadamente , hip* 
boloides conjugados . (Ver el Artfculo 68. ) Asi , laa superficiea (3) y 
( 12) eon hiperboloides conjugados . 

141. CuAdricas sin centro. En este artfculo conaidetaremoe la8 
cuadricas sin centm repteaentadas por la ecuaci6n 

en donde todos 10s coeficientea aon difetentee de cem . Podemoe enton- 
cea escribir eeta ecuacidn en la forma 

llamada jorma ordinaria o candnica de una superjicie cuddrica sin 
mtro .  De la ecuaci6n ( 1 )  ae deduce que la8 cuMricaa ein centm 
tienen doe planos de eirnetrla (10s plan08 YZ y XZ) llamadoe plums 
principales, un eje de eimetris (el eje Z) llamado eje principal, pem 
n i n a n  centm de eimetris . 

Atendiendo a las divetaaa combinacionee posibles de sign08 en la 
ecuacidn ( 1 ) , se deduce que , en esencia , existen solarnente doe tipoe 
diferen tes de supehciea , a aaber : 

a )  Pataboloidee elipticos (aquellos en que 10s coeficientes de 10s 
arminos de segundo gtado son del miamo eigno) . 

b) Pataboloides hiperb6licos (aquellos en que loa coeficientes de 
10s t6rminoe de segundo grad0 son de mgnos contranos) . 

a )  Paraboloide eltptico. Una forma can6nica de la ecuaci6n del 
paraboloide eliptico err 

2' z' 8' zZ 
Las ottas dos formas can6nicae aon ;;i + p = cg y ;;i + p - a . .. 
Pam cada fotma podemos tener dos variaciones mgh que c sea psi- 
tivo o negative. Nuestm eatudio de la ecuaci6n (2) set& represen- 
tativo de todaa laa fotmas . 

La euperficie pass pot el origen . No hay ottas intercepciones con 
10s ejea cootdenadoe . 
I*-ru - %. 
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Las trazas sobre 10s planos XY , XZ y YZ son, respectivamente , 
x2 us 

el origen , la badbola - = cz , y - 0 ,  y la padbola a = cz , z - 0. a2 
La mper6cie es sirnbtrica con respecto a 10s planos YZ y XZ y 

con respecto a1 eje Z. 
Las secciones de las superficies por planos paralelos a1 XY eon las 

c u m s  

Estas curvas son elipse~ si c y k son del mivrno signo ; si c y k tienen 
signos contraries , no hay lugar geombtrico . Si tomarnos c como posi- 

tivo, k debe ser positivo, y a medida 
Z que k aumenta de valor, las elipses (3)  qy crecen en tamalio a medida que 10s phi- 

nos de corte se alejan rn4s y m4s del 
plano XY. Evidentemente, pues, la 
superficie no es cerrada sino que se ex- 
tiende indefinidamente , alejhdose del 
plano XY. Se ve f4cilment.e que las 

Y secciones de la s u p e r f i c i e por pianos 
paralelos a 10s planos XZ y YZ son 

A- 
X padbolas cuyos vbrtices se alejan del 

piano XY a medida que se toman 10s 
Fig. 191 planos de corte m&s y m4s lejos de es- 

tos planos coordenados . 
Una porci6n de la superficie , en el caso de ser c positivo , aparece 

en la figura 191. Si c es negativo la superficie eat& en su totalidad 
abajo del plano XY. Se dice de cada superficie que se extiende a lo 
largo del eje Z. Cualquier paraboloide eifptico se extiende a io largo 
del eje coordenado correspondiente a la variable de primer grado en la 
forma can6nica de su ecuacibn. 

Si en la eeuaci6n (2) es a = b ,  la superficie es un paraboloide 
de revolucidn que puede e n g e  n d r a r s e  haciendo girar la parhbola 
y2 = cz, x = 0 ,  en tomo del eje Z. (VPase el ejemplo 1 del Ar- 

tfculo 130. ) 

b) Paraboloide hiperbdlico. Una forma can6nica de la ecuaci6n 
del paraboloide hiperbblico es 
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Nuestra discusi6n de la ecuaci6n (4 )  sex4 representativa de !as otras . . 
2% za 

dos formas can6nicas, - - - = B2 za 
bs q Y 2 - p  = cz. Hay dos va- 

riaciones para cada forma, segGn que c sea positivo o negativo. 
La superficie paaa por el origen . No hay otras in tercepciones con 

10s ejes coordenados . 
Las trams sobre 10s planos X Y , XZ y YZ son , respectivamente , 

Z Y  z Y  lasrectasquesecortan - + g =  0 ,  z = O ,  y - - - 1 0 ,  z = 0 ;  
a a b  

22 y2 
la partibola = cz , y  = 0 , y la par4bola - = - cz , z .= 0. La 

La superficie es simetrica con respecto a 10s planos YZ y XZ y 
a1 eje Z. 

Las secciones de la supedcie por planos paralelos a ,  per0 no coin- 
cidentes con , el p1:tno XY son las hiperbolas 

Evidentemente, a medida que k crece numericamente , las ramas de 
estas hiperbolas se alejan m4s y m4s del eje 2 .  Por tanto , la superfi- 
cie no es c e ~ a d a  , sin0 que se extiende indefinidamente. 

Las secciones de la mperficie por planos paralelos a1 XZ son las 
parhbolas 

las cuales st! abren hacia arriba o hacia abajo segdn que c sea positivo 
o negativo. 

h s  secciones de la superficie por planos paralelos a1 YZ son hs 
padbolas 

las cuales se abren hacia abajo o hacia arriba segdn que c sea positivo 
o negativo . 

Una porci6n de la superficie aparece en la figura 192(a) para el 
cam en que c es negativo. La superhie tiene la forma de una silla 
de montar y se dice que se extiende a lo largo del eje Z .  Todo para- 
boloide hiperbdlico se extiende a lo largo del eje coordenado corres- 
pondiente a la variable de primer grado en la forma can6nica de su 
ecuaci6n. 
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Evidentemente, el paraboloide hiperbdlico nunca puede ser una 
superficie de revoluci6n. La ecuaci6n ( 4 )  puede escribirse en la forma 

de la cual vemos que la ecuaci6n de la superficie puede obteneree 
eliminando el panlmetro k de cualquiem de las dos siguientes familias 
de recta8 , o haces alabeados , 

Fig. 192 

Por tanto, como para el hiperboloide de una hoja (Art. 140) , el 
paraboloide hiperbdlieo es una superjicie reglada engendrada POT cudquiem 
de los dos haces alabeados . (Vbse el ejemplo 2 del A r t .  137. ) Puede 
demoetnrme que por cada punto del pawboloide hiperb6lico pasa una 
y aolamente una generatris de cada haa. Algunas de estas generatrims 
aparecen t r a d e  en la figura 192 ( b )  . 

1. Dircutir y nprcrcntar grificamcntc cada una dc Iar rupcrficicr dcl ti- 
po  (I) (Art. 139) cuando ono o mi8 de lor cocficicntcr son nolos. 

8. Dar una dircuti6n completa del cliproide alargado coya ccoaci6n es 
xP + $ + f - I .  a > b. Construir la ropcrficie. 
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3. Dar ana discari6n completa del elipsoide achatado cuya ccaaci6n es 

Constrair la saperficic. 

E n  cada ano  de 10s ejercicios 4-7, dircatir y constrair el elipsoide cayr ecaa- 
ci6n se da. 

x' ' zs 4. T + % + T - l .  6. 36xa + 9ya + 42' = 36. 

8. Hallar c identificar la ecaaci6n del lugar geomktrico de a n  panto qae se 
maeve de trl  manera qae la suma de lor caadrados de tas  dirtanciar a 10s ejes 
X y Y es siempre igaal a 4. Conrtrair la superficie. 

9. E n  Cilcalo infinitesimal re demuestra qae el volamen limitrdo por an 
elipsoide es igual a )irrabc. siendo 0, b y c lor semiejes. Hillese el volamen 
limitado por el elipsoide 4x' + 3yS + 221 - 8x + 12y + 4 5 0. 

10. Dar ana dircasi6n completa del hiperboloide de ana hoja coya ecaaci6n 

e - + - 1 Constrair la saperficie y sa con0 asintdtico. 
aa 
11. Dar ana discasibn completa del hiperboloide de do8 hojar caya ecaaci6n 
xs a 24 

es - - -$ + ;i + 1 - 0. Construir la saperficie y sa  con0 asint6tico. 
0' 

E n  cada a n o  de 10s ejercicios 12-17, discatase y constrfipase el hiperboloide 
caya ecaaci6n se da. Constrfiyase tambikn sa  cono asint6tico. 

18. Construir 10s biperboloider conjagados qae t i e  n e n a la saperficie 
XS + ya - za - 0 por cono asint6tico comhn. 

19. Hallar Ias ecuaciones de cada haz alabeado del hiperboloide 

y demortrar quo ertas rectaa se cortan. 
20. Hallar la ecaaci6n del hiperboloide & revolaci6n de ana hoja engcndrr- 

d o  por la rotaci6n de la recta y - 2, z - x. en torno del eje Z. Constrair 
la saperficie. - 

21. Hallar la ecuaci6n can6nica de ana caidrica con centro, t i  la saperficie 
pasa por el punto ( I ,  1. - 1) y por la curva 4ya + 22' = 3, x - 2. Cons- 
trair la superficie. 

22. Discutir e ilustrar cada ana de Ias raperficies del tip0 (11) (Art. 139) 
caando uno o do8 de 10s coeficientes son nalos. 

28. Dar ana discasi6n completa del paraboloide eliptico cuya ecaaci6n 
x =  z r  es +7 = cy. C o n r t ~ a i r  la saperficie 3ara c > 0 y t a m b i b  para c < 0. 
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24. Dar una diacuai6n completa del paraboloide hiperb6lico cuya ecuaci6n 

ea xa --- , z2  = cy. Construir la superficie para c > 0 y tambiin para F < 0. 
a2 ba 

En  cada uno de 10s ejercicioa 25-30, estudiar y conatruir el paraboloide cuya 
ecuaci6n re da. 

25. x' + 22' - 4y. 27. 9xa +4z1 + 36y = 0. 
26. x 2 -  y 2 +  z = 0. 28. 4y2 + z' + 2x = 0. 

29. x 2 + y s - 4 ~ - 6 y - 1 8 ~ + 1 3 = 0 .  

30. x2 - y2 - 2x + 4y + z - 6 = 0. 

31. Hallar Ias ecuaciones de cada uno de 10s haces alabeados del paraboloide 
hiperb6lico x2 - ys = 42, y demostrar que estas rectas se cortan. 

32. Hallar la ecuaci6n can6nica de una culdrica sin centro, si la superficie 
ae extiende a lo  largo del eje Z y paaa por 10s puntos (2, 1, 1) y (4, 3. - 1).  
Conatruir la superficie. 

33. Las doa ruperficies - = 1 y 2 - z= 1 se llaman cilindror hi- 
a' b2 ba aa 

perbdlicos conjugados. Demostrar que ambaa superficiea son asint6ticas a 10s 

planoa que se cortan 5 + .E = 0 y 5 - Y = 0. Estos p 1 a n  o a ae llaman, 
a b  a b  

apropiadamente, planos asintdticos comuner de 10s cilindroa. Constrdyanse lor 
cilindroa y aua planoa asint6ticoa. 

34. Demoatrar que el paraboloide hiperb6lico XI - 2 = cz es asint6tico 
a2 b2 

a 10s planoa que se cortan 5 + 1 = 0 y - 2 = 0. Eatos planos son 111- . 
a b  a b  

mados, apropiadamente, planor asint6ticor. Conatrdyase la auperficie y aus 
planoa aaint6ticoa. 

35. Demostrar que laa rectaa de cada haz alabeado del paraboloide hiperb6- 

lico - 9 = cz son paralelas a cualquiera de rus planoa aaint6ticoa (ejer- 
a2 bS 

cicio 34). 

Loa ejercicios 36-39 ae refieren a1 aistema de cua'dricas con centro 

en donde a > b > c > 0 y el padmetro k pnede tomar todoa 10s valores realea 
except0 - a'. - ba, - ca, y cualquier valor menor que - as. Eate aiatema es 
anilogo a1 aiatema de c6nicas con centro (homofocalea) dircutido en el Art.  77. 

36. P a n  k > - cs. demuiatreae que la ecuaci6n (5) repreaenta un aiatema 
de elipaoidea cuyas trazaa aobre el plano X Y  son todaa elipsea que tienen 10s fo- 
cor comunea (* 4 a2 - b', 0. 0 ) .  

37. Para - ba < k < - ca, demuQrtreae que la ecuaci6n (5) repreaenta un 
riatema de hiperboloides de una hoja cuyaa trazaa aobre el plano X Y  son todas 
elipaea que tienen 10s focos comunea (A 4 a2 - bs , 0. 0 ) .  

98. Para - as < k < - bP, demuiatreae que la ecuaci6n (5) repreaenta un 
riatema de hiperboloides de doa hojas cuyar trazaa aobre el plano X Y  son todar 
hipCrbolaa que tienen 10s focos comunea (a 4 aa - b2 , 0. 0 )  . 
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39. Los resultados de 10s ejercicios 36-38 muestran quo las trazas del siste- 
ma (5) sobre el plano XY, para todos 10s valorea permisibles de,k, son cdnicas 
homofocales (Art.  77). Demuistrese que se verifican resultados semejantes 
para las trazas sobre el plano XZ y tambitn para las trazas sobre el plano YZ 
de 10s elipsoides e hiperboloides de una hoja solamente, no habiendo ninguna 
traza sobre el ptano YZ para loa hiperboloides de dos hojas. E n  vista de esta 
propiedad, se dice que la ecuaci6n (5) representa un sistema de cua'dricas homo- 
f ocales. 

40. Establecer y demostrar un resultado anilogo a1 del ejercicio 39 para el 
sirtema de cua'dricas sin centro 

las cuales, por esto. se llaman paraboloideo homofocales. 



CAPITULO XVII 

142. Sntrodmcibn. En el Capitulo XV hicimoe un estudio de la 
mta en el: enpacio . En este capltulo exknderemos nuestro satudio al 
pmblema m h  general de la inveitigaeidn de cualquier curva en el 
espado. Vimos que una recta en el espacio estA repmmtada anallti- 
camente por dos ecu~lciones independientes , que mn las eauacionea de 
doa planoa diferentes cualesquiera quc pawn por la recta. Adloga- 
mente, una curva en el espacio puede representarse analiticamente 
por dos ecuacionea independientes, ha ecuaciones de dosl supedciea 
diferwtes cualesquiera que pamn por la curva. Se@n eats , vamos a 
eatableoer Is siguierite 

DEFINICI~N. tot9lidad de bs puntog, y a o b m t e  de aquellos 
punton, c u p s  mmlenadas mtidaaen simdt&neamente do8 ecuaciones 
rectmgularea independientes se lhme casrtra dei eapaciu . 

Geom4trimmeute , urn curva del e8pacio ea la intemecci6n de las 
dm superficiea difemtels repmentadw por laa ecuaciones que la 
d&en. 

Si todos lo8 puntm de una curva en el espacio eatlln en un p h o  , 
ee llama c u m  $ma; en cahlo contmrio , se Ihma c u m  dubeada . 

El mtudiante debe ob~ervar que un par de ecuaaiones rectmguhrea 
M, r e p ~ m h n  necmariamente una curva del espaoio . A d ,  lae ecua- 
cioneu z2 + ys + zz ' 4 y + $ + aP = 9 no repmentan m a  c u r  
va, porque, anallticamate, estw dos ecuacionm no tienen ninguna 
eoluaidn m m h  , y geornbtrieamente , eomo representm dos esferaa 
conah trims, no hay oum de inhmcibn .  Tambih , d dos auperfi- 
cies tieam eolamente ua punto en combn, no considerarernos que 
definen una ourva en el m c i o  . 

Ele mot4  previamente (Art.  123) que lu euuaciones que definen 
ulur mta en el espacio no mn hi-, y que u a  reoh puede repre- 
=tame ansIItiorrmente por las macionea de dos planos d i f emks  
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cualesquiera que pasen por ella. Veremos ahora que este importante 
concepto se aplica a las curvas del eapacio en general. 

Consideremos una curva del espacio cualquiera dada por la inter- 
secci6n de dos superficies diferentes cuyas ecuaciones, en forma sim- 
b6lica, pueden escribirse brevemente 

Con estas ecuaciones formemos la ecuaci6n 

en la que k es una constante o par&metro que puede tomar todos 10s 
valores reales. Evidentemente , si la ecuaci6n (2)  representa un lugar 
geombtrico, se trata de una superhie (Art. 128). En particular, 
cualquier aoluci6n comdn de ambas ecuaciones (1)  es tambih una 
soluci6n de la ecuaci6n (2 ) .  Por tanto, para cada valor del p a r h e -  
tro k ,  la ecuaci6n (2 )  representa una superhie que pasa por la 
curva ( 1 ) . (V&se Art .  77. ) Este concepto es de tal importancia en 
la teorfa de las curvas del espacio que lo anotaremos en la forma del 
siguiente 

TEOREMA . Para todos 10s valores del pardmetro k , la ecuacidn 

representa unu familia de supetjicies cada una de las cuaks pasa por la 
curva 

U = O ,  v = o .  

La importancia del teorema anterior eat& en el hecho de que a 
partir de las ecuaciones dadas de una curva del espacio frecuentemente 
es posible obtener un par de ecuaciones m4s simples o m4s 6tiles que 
la definan . Tendremos ocasi6n de usar este hecho m&s adelante (Ar- 
tfculo 145). 

Debe observarse que nuestro estudio de las curvas del espacio se 
limitars solamente a su construcci6n. La investigaci6n y determina- 
ci6n de las propiedades de la curva general del espacio requiem mbto- 
dos avanzados que quedan fuera del programa de un curso elemental 
de Geometria, analitica . 

143. Curvas planas en el espacio. Comenzaremos nuestro estudio 
de la construcci6n de las curvas del espacio considerando el caso m&s 
sencillo de una curva plana. Ya hemos estudiado algunos ejemplos 
especiales de tales c w a s  como trazas de una superficie sobre 10s 
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planos coordenados y como secciones de una superficie por planos 
paralelos a un plano coordenado . Asf , las ecuaciones 

representan una circunferencia contenida en el plano z = 2. Esta 
curva puede considerame tambihn como la intersecci6n de la superhie 
del cilindm circular recto z' + y9 = 4 con el plano z = 2.  Evidente- 
mente, las curvas planas de este tip0 pueden trazarse por 10s metodos 
de la Geometrfa analftica plana. 

Vamos a considerar la constmcci6n de una curva contenida en un 
plano no paralelo a ,  ni coincidente con, un plano coordenado. Sea C  
dicha curva , y considert5mosla definida como la interseccidn de una 
superficie curva S y un plano 6 .  Para construir C  debemos obtener 
un medio para determinar la localizaci6n de cualquier punto de la 
curva. Esto puede hacerse trazando primem un plano, digamos ti1, 
paralelo a uno de 10s planos coordenados y tal que corte a C .  El plano 
ti1 cortarh a S en una curva, digamos Cf ,  y a 6 en una recta, diga- 
mos 1 I .  La intemecci6n de C f  y 1' es , evidentemente , un punto de 
la curva C  . 

Ejemplo. Conatruir aquella porcidn de la curva 

quo eat6 en el primer octante. 
Solocidn. La primera ecuacidn reprerenta un hiperboloide de revoluci6n S 

de una hoja (fig. 193) quo ae extiende a lo  largo del eje X, y la segunda un 

z plano 6 perpendicular a1 XY y quo 
paaa por el eje Z. En  la figura 193 apa- 
recen las porcionea de eataa auperficies 
quo estin en el primer octante. 

La interaecci6n de S con el eje Z es 
el punto A. que, por tanto, eati tam- 
biin sobre 6. Luego A es un punto de 
la curva C: aus coordenadas ae encuen- 
tran ficilmente p son (0, 0. 1 ) .  Las 
trazaa de S y 6 aobre el plano XY aon, 

,y respectivamente, la hiplrbola 

Y ' - X Z 5 1 ,  z = o ,  
1 4  

y la recta x = y, z 0; 6u interseccidn 

~ ( ? 3  fi, 9647, 0) 

ea tambiin on punto C. 

Fig. 193 

-- 
Para localiiar cualquier otro punto 

de C, consideremos un plano b1 paralelo 
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a1 plano YZ; erte plano corta a S en C1, qne es un  cnadrante de circunferencia, 
y a 6 en 11 que es nna recta paralela al eje Z. La intersecci6n de C 1  y 1' es un  
punto  P de C. Anilogamente, considerando otros planos paralelos a1 YZ, 
podemos obtener pnntos adicionales de la curva C ,  que aparece en linea grnesa 
en la figura 193. Como C es, evidentemente, una curva cerrada, seri  intere- 
sante para el estudiante el conrtruir la curva completa. 

144. Curva de intersecci6n de las superficies de dos cilindros rectos. 
Vamos a considerar ahora el problema de la constmcci6n de la curva 
de intersecci6n de las supeficies de dos cilindros rectos. Este problema 
es importante porque es muy 6til en la construcci6n de cualquier curva 
del espacio , como veremos en 10s dos articulos siguientes. 

El tip0 de superficie que consideraremos aqui es la cilindrica recta, 
cuyas generatrices son perpendiculares a un plano coordenado. La 
curva de intersecci6n de tales superficies cilindricas puede obtenerse por 
el metodo explicado en el Articulo 143. En efecto , se puede trazar un 
plano paralelo a uno de 10s planos coordenados y tal que pase por una 
generatriz de cads, cilindro, la intersecci6n de las dos generatrices es 
un punto de la curva de intersecci6n. 

Ejemplo.  Construir  la curva de interseccibn de las superficies cilindricas 

Solucibn. La primera ecnacidn (teorema 6. Art .  133) repnsenta la snper- 
ficie de un cilindro circular recto cuyas generatrices son perpendiculares a1 pla- 
no X Z  . La  segnnda ecuaci6n repre- 
senta la superficie de a n  cilindro pa- 
rabdlico recto cnyas generatrices son 

z 
perpendicnlares a1 plano XY. P o r  
simplicidad, vamos a trazar sola- 
mente aquella porci6n de la curva de 
interseccidn que esti  en el primer 
octante. E l  resto de la curva pnede te+ze= 
obtenerse despuis por consideraciones 
do simetria. 

Las partes de loo dos cilindros que Y 
estin en el primer octante aparecen 
en la figura 194. Evidentemente, 10s 
puntos A ( 0 .  0 .  1) y B ( 1 ,  2 ,  0 )  
estin sobre la cnrva de intersecci6n. X 
Para obtener cnalesqnier otro pnn to  Fig.  194 
de la cnrva, hacemos pasar o n  pla- 
no 8 paralelo a1 plano YZ y que corta a1 cilindro x' + za = 1 en la genera- 
t r iz  11 paralela a1 eje Y, y a1 cil indro yZ = 4x en la generatriz 12 paralela a1 eje Z. 
La intersecci6n de 11 y 12 es entonces un  pnnto  P de la curva de intersecci6n. 
Anilogamente podemos obtener tantos puntos  como queramos de la curva. la 
cual aparece en el primer octante trazada en linea grnesa. E l  resto de la curva 
pnede trazarse ficilmente p o t  consideraciones de simetria. 
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EJEBCICIOS. Qrupo 68 

E n  cada uno de 10s ejercicios 1-12. construir la curva plana do intersecci6n de 
las dos superficies cuyas ecuaciones se dan. 

En  cada uno de 10s ejercicios 13-25, construir la curva de intersecci6n de la8 
superficies cilindricas rectas cuyas ecuaciones se dan. 

1s. x ' + y 3  = 1, x S + z '  = 1. 20. y3 + x = 4, y' - 42 = 0. 
14. 11% + za 3 4, xa + ya = 4. el. x a + z a = l ,  3xa+ya=12.  
15. x a  + za = 4, x3 = y. 22. xa+y3-4y= 0, ys+9za=9. 
16. xa  + y3 = 4, ya + z = 4. 23. x % + z % = ~ ,  y g + Z m 4 .  
17. xs + z 3 3, y2 + 2' = 9. 24. y = x8. 4ya + zs  4. 
18. ya + x = 4, y2 + z = 4. 26. y % + z n  = 1, x 2 + z  - 1. 
19. y * + x = 3 .  x a + z = 9 .  

145. Cillndros proyectantes de una curva del espacio. Por el teo- 
rema del ArtIculo 142 vemos que hay una infinidad de pares de super6- 
cies diferentes que con su intersecci6n definen a una curva del espacio. 
Vamos a eonsiderar ahora un par especial que es muy fitil en la 
construcci6n de cumas del espacio. Se seleccionan tres combinacio- 
nes lineales de dos ecuaciones que definan una curva del espacio, 
tales, que cada combinaci6n carecca , respectivamente , de una de las 
tree variables z ,  y y z. Este proceso consiste evidentemente en 
la eliminaci6n sucesiva de una variable entre las dos ecuaciones que 
definen la curva . Como cada una de las ecuaciones resultantea carece 
de una variable, se ague, por el teorema 6 del Artlculo 133, que cada 
ecuaci6n represents la supedcie de un cilindro recto cuyas generatrices 
son perpendiculares a1 plano coordenado en que no se mide esa varia- 
ble. Ademth, como cada super6cie cilindrica tiene a la curva del 
espacio mmo directric , se les llama, apropiadamente , cilindros pro- 
yeantes de la curva . 

Vemos, entonces, que una curva del eapacio tiene tres cilindros 
proyectantes, uno para cada plano coordenado. Se amstumbra, en 
consecuencia, hablar del cilindro proyectante de una curva sobre el 
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plano XY , sobre el plano XZ y sobre el plano YZ. Dos cudesquiera 
de sus tres cilindros proyectantes pueden emplearse para definir la 
curva del eapacio . Vemos , adem8s , que 10s planoe proyectantes de 
una recta en el espacio (Art. 125) son un cam especial de 10s cilindros 
proyectantes de cualquier curva del espacio . 

Ejemplo. Hallar e identificar las ecnacioner de 10s cilindros proyectantes de 
la cnrva cuyas ecnacionea son 

Solucibn. Si eliminamos rncerivamente lar variables x. y y z entre lar doe 
ecnacioner de la cnrva (1).  obtenemor, rerpe~tivamentc, lar ecnacione~ 

Ertar ecnacioner, tomadas en orden, reprerentm lor cilindror proyectantes de la 
cnrva (1) robre lor planos YZ. XZ y XY, respectivamente. Lar dor primerar 
superficies son cilindror elipticos; la tercera es nn cilindro hiperb6lico. 

La curva puede conriderarse ya rea como la intersecci6n de las snperficies re- 
presentadas por las ecuacioner ( I ) ,  nn eliproide y un hiperboloide de nna hoja. 
respectivamente, o como la intersecci6n de dos cnalerquiera de sur tree cilindror 
proyectantes ( 2 ) ,  (3) y (4) .  E r  mny intererante el ejercicio de constrait la 
curva partiendo de cada uno de estor dor pnntos de virta. Ari re veri la gran 
rimplicidad qne re obtiene mediante lor cilindror. Erte tip0 de problema reri 
estndiado en el siguiente articnlo. 

Examinemor ahora la cnrva de intersecci6n de las doe snperficier de lor dor 
cilindror circularer rector 

xa + y' = 4, (5) 

Aqui tentmos pa do8 de lor cilindros proyectantes. Si aplicamor ahora el mltodo 
del ejemplo anterior y determinamor la ecnaci6n del tercer cilindro proyectante. 
eliminando la variable g entre las ecnacioner (5) y ( 6 ) ,  obtenemos la ecnaci6n 

cnyo lngar geomltrico consta de lor planor x + z = 0 y x - z = 0. Por tanto, 
la intersecci6n conrta de dog cnrvar planar, nna contenida en el plano x + z = 0 
y la otra en el plano x - z = 0. Vemor aqni otra ventaja de determinar lor 
cilindror proyectanter de nna cnrva en el erpacio; en erte caso particular, nor 
conduce a descnbrir el hecho de q r e  la interrecci6n conrta de dos cnrvar planar. 
Es may inrtrnctivo el conrtrnir lor cnrvar como la intersecci6n de cada nao de 
lor planor (7) con cnalqniera de lor cilindror (5) y (6) y comparar entonces 
e r u  conrtrncci6n con la nrada en la rolncidn del ejercicio 14 del grnpo 68. Ar- 
ticulo 144. 
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146. Consmcci6n de las curvas del espacio. En este articulo 
vamos a hacer un breve resumen de 10s m6todos que pueden emplearse 
en la construccidn de las curvas del espacio partiendo de las ecuaciones 
que la deiinen . Si una de las ecuaciones de una curva represents uo 
plano , la curva es una curva plans y puede construirse como se discu- 
ti6 en el Articulo 143. Si amhas ecuaciones de una curva representan 
cilindros rectos cuyas generatrices son perpendiculares a un plano coop 
denado, la curva puede construirse como se bosquej6 en el Articu- 
lo 144. Si las ecuaciones que definen la curva del espacio no caen bajo 
ninguno de estos dos casos, procedemoa como se indic6 en d Articu- 
lo 145, a saber, determinar las ecuaciones de 10s trea cilindros proyec- 
tantes y construir entonces la curva como intersecci6n de dos cuales- 
quiera de estos cilindros. El procew, en este liltimo caso consiste en 
reducir el problema a uno de 10s dos primeros casos. 

Ejemglo 1. Const ru i r  la curva 

p o t  medio de sus cilindros proyectantes. 

F ig .  195 

Solucibn. Eliminando una variable suceeivamente entre ias ecuaciones ( I ) ,  
obtenemos las tres ecuaciones 

ya + z1 = 9, (2) 

x2 + z' = 9. (3 1 
xa - y= = 0. (4) 

E l  lugar geomitrico de la ecuacibn (4) consta de 10s dos planos . 

por  tanto ,  la interseccibn de las superficies ( I )  consta de dos curvas planas. 
Una por t i6a  de cada una de estas curvas aparece en la f igura 1%. La porci6n 
APB de u rn  curva es t i  en.el p lano x - y - 0; el mi todo  d t  construir  cualquier 
p u n t o  P de esta curva como interseccibn del p lano x - y = 0 y el ci l indro (2) 
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esti  indicado por medio de un plano paralelo a1 plano XZ. La porcibn AP'C 
de la otra curva esti  en el plano x + y = 0: el mitodo para construir cualquier 
punto PI de esta curva como intersecci6n dcl plano x + y = 0 y el cilindro ( 3 )  
esti  indicado pot  medio de a n  plano paralelo a1 YZ. Las curvas pucden comple- 
tarse ficilmente por consideraciones de simetria. 

Podemos, por supuesto, de urn manera semejante, obtener tambiin la por- 
ci6n APB como intersecci6n del plano x - y 0 0 y el cilindro ( 3 ) ,  y la porci6n 
APIC como intersecci6n del plano x + y = 0 y el cilindro ( 2 ) .  E l  estudiante 
debe tambiin construir estas curvas como intersecci6n de 10s cilindros proyec- 
tantes ( 2 )  y ( 3 ) .  

Ejemplo 2. Por medio de sus cilindros proycctantcs, construir la porci6n 
de la curva 

x' + 2y' + 2 - 10 = 0, x '  - y' - 22 + 8 = 0, (5) 
que esti  en el primer octante. 

Solucibn. Se encuentra ficilmente que 10s cilindros proyectantes son 

La porci6n deseada de curva, APB, puede obtenerse como iatersecci6n de 10s 
cilindros ( 6 )  y ( a ) ,  y asi aparece trazada en la figura 1%. Como se indic6, 

x 
Fig. 1% 

cualquier punto P de la curva puede obtenerse por  medio de a n  plano paralelo 
a1 plano XZ. 

El estudiante &be conatruir fa curva como interaecci6n de 10s cilindros 
(6) y ( 7 ) ,  y tambiln como intersecci6n de 10s cilindros ( 7 )  y (8) . Despuis. 
debe comparar estas construccionea de la curva (5) con su construcci6n como 
intersecci6n del paraboloide eliptico y do4 paraboloide hiperb6lico dados. 



















A P E N D I C E  I 

LISTA DE REFERENCIA DE FORMULAS, DEFIRICIONES 
Y TEOREMAS 

Las f6rmulae 1-5 se refieren a las figuras planas. En ellas : 

a ,  b , c = lados de un trisngulo . h = altura. 
a = semiperfmetro = % (a + b + c ) .  K = 4rea. 
b =  base. r = radio del cfrculo . 

bl , ba = bases de un ttapecio . 8 = arco de circunferen- 
C = longitud de la circunferencia . cia. 

1. Mbngulo. K = x b h ; K = t / a ( a - a ) ( a - b ) ( a - c )  
2. Paralelogtarno. K - bh. 
3. Trapecio. K m  x ( b ~ + b a ) h .  
4. Circulo. C - 2 m ;  K = m s .  
5. Seetor circular. K = x ar . 

Lae f6rmulas 6-10 se refieren a cuerpos geom6tricos. En ellae : 

B = 4rea de la base. S = 4 m  lateral. 
h = altura. = 4rea de la esfera. 
r =  nuiio. T = &rea total. 
a - lado. V = volumen. 

6. Pfisma. V = Bh. 
7 .  PirAdde. V = % Bh. 
8. Cilfndro circular recto. S = 2nrh; T = 2x r (h + r ) ;  V = m'h. 
9. Conocircalarrecto. S 5 nra; T = m ( a + r ) ;  V = %nrSh. 

10. Eufera. S -- 4nrs; V = %x ra . 
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B .  ALGEBRA 

1. La diviaidn por cero es una operacidn exclulda . 
2. Si el producto de dos o m4s canfibades es igual a cero , uno de 

10s factores , por lo menos, debe ser igual a cero . 
3. Ecuacibn de segando grado. La ecuacidn cuaddtics 

a z a + b z + c = O ,  a # 0 ,  
tiene las ralces 

en donde D = bZ - 4 ac se llama discriminante. Si a, b y c son todos 
ndmeros reales, estas raices son reales e iguales ei D = 0 ; reales y 
desiguales ei D > 0 ; complejas conjugadas si D < 0. 

b 
Suma de las mlces = - - C 

a )  producto de las rafces = -. a 
4. Logaritmos. Dejinicidn. Si N ,  z y b son tres csntidades 

ligadas por la relacidn 

entonces el exponente z se lhma logaritmo de N en la base b , y escri- 
bimos la relacidn equivalente 

z = logs N .  

El logaritmo de un ndmem negativo no existe en el sistema de 
ndmeros reales ; el logaritmo de cem es indefinido . 

Si M y N son dos ndmeros positives , las tres siguientes relaciones 
son verdaderas : 

logb (MN) = logb M 4- log N ,  logb (f) = log M - logb N ,  

logt, (M)" = n logb M , siendo n un ndmero real. 

Debe anotam tambih las siguientes relaciones : 

El logaritmo de un ndmero en cualquier base puede obtenerse por la 
relacidn 

endonde, a > O ,  a # 1 ;  b > O ,  b # 1 .  
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5. Determlnantes. Un determinante & orden n es una cantidad 
representada por un ordenamiento en cuadro de nS cantidades , Ilamn- 
das elementos, ordenadas en n filas y n columnas. 

El dlculo de determinantes ee da en 10s textos de Algebra. Con- 
viene recordar las siguientes propiedades importantes : 

Propiedad 1 .  Cualquier propiedad de un determinante que es 
vhlida para sus filas es tambi6n vtilida para BUS columnas. 

Propiedad 2 .  El valor de un determinante no ae altera si sus filas 
y columnas correspondientes son intercambiadas . 

Propiedad 3 .  Si en un determinante se intercambian dos de sus 
filas el determinante cambia de signo . 

Propiedad 4 .  Si un determinante tiene dos filas iddnticas, su valor 
es cero. 

Propiedad 5 .  Si se multiplica cada uno de 10s elementos de una 
fila de un determinante por un n6mero cualquiera I ,  el valor del 
detern~inante queda multiplicado por k .  

Propiedad 6 .  El valor de un determinante no se altera si cada uno 
de 10s elementos dc una fila se multiplica por un ndmero cualquiera k 
y se le sumn el elemento correspondiente de cualquiera otra filir . 

6. Sistemas de ecuaciones lineales. Por brevedad, 10s teoremas 
dados aqui se ilustrartin con sistemas de tres ecuaciones lineales ; sin 
embargo, son verdaderos para sistemas de cualquier ndmero de ecua- , 

ciones . 
Consideremos el sistema de tres ecuaciones lineales no homogdneas 

en tres inc6gnitas : 
a12 + b1y + ClZ = kl , 
azx + b2g + czz = k2 , (1 
anx + 63p + C3Z = k3 , 

en donde kl , kz y k 3  son constantes , no simultineamente nulas . El 
determinante formado por 10s coeficientes se llama determinante del sis- 
tema y se designa generalmente por A , es decir , 

Sea A j  el determinante formado a partir de A reemplazando 10s ele- 
mentos de la columna de orden j por 10s tdrminos independien- 
tea kl , k2 y ks . 

Entonces teneinos : 
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Regla de Cramer . Si . A z 0 , el sistema ( 1 ) tiem una aoluci6n 
h i c a  dada por 

Si A = 0 y A, # 0 para un valor de j por lo menos, el sistema ( 1 ) 
no tiene solucibn y se dice que es incompatible. 

Si A = 0 y A j  = 0 para todos 10s valores de j , el sistema ( 1 ) tic- 
ne un ndmero infinito de soluciones, y ee dice que es indeterminado. 

Consideremos ahora el sistema de tres ecwciones lineales homogb 
mas en tres incbgnilas: 

arz + bry + CJZ = 0 ,  
a2z + b2y + ctz = 0 , (2 )  
aaz + bay + C ~ Z  = 0 .  

Segdn la regla de Cramer, si el determinante A de este sistema es 
diferente de cem, hay solamente una solucibn : 

z = O ,  y = O ,  z = o .  
De aquf el siguiente 

TEOREMA. Un siatema de n eeuaciones lineales homngdneaa con n 
incdgnitae time otras aolucionea , ademds de la aolucih 

ai y aolamente si el determinade del siatema es @ w l  a cero. 

1 .  Definici6n de laa funciones trigonom6tricas. Sea 6 el 6ngulo 
cuya variacibn de valores estA dada por el interval0 

Para 10s fines de definieibn de tal 6ngulo y de sus funciones trigono- 
metricas es conveniente usar el sistema coordenado rectangular. Los 
enunciados que eiguen se aplican a coda una de Ins cuatro posiciones 
que aparecen en la figura 200. 

Si a una recta que coincide con el eje X ae la hace girar en el plano 
coordenado X Y  en torno del origen 0 a una posicibn OA , se dice 
que ee ha generado un 6ngulo XOA = 8 que tiene a OX por lado 
inicial y a OA por lado jlnal. Si la rotacibn se hace en el sentido 
contrario a las manecillas de un reloj, ae dice que el Angulo rn poaitivo; 
y si la rotacibn es en el mismo sentido de las manecillas (indicada 
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en las figuras con llneas punteadas), Be dice que el hgulo  es nega- I 

tivo. Se dice tambi6n que el Bngulo estB en el mismo cuadrante que 
su lado final. 

Sobre el lado final OA tomemos un punto cualquiera P diferente 
, 
5 

de 0, y de coordenadas (z , y) . D e d e  P bajemos una perpendicu- 
lar PB a1 eje X.  El segmento de recta OP se llama radio vector, se 
designa por r, y ae toma siempre como poeitivo. En el tri4ngulo OPB , 1 

Fig. 200 

OB = z y P B  = y tienen 10s signos de las coordenndas del punto P , 
como estg indicado para 10s cuatro cuadrantes . Entonces , cualquiera 
que eea el cuadrante en que est4 8 , las aeis funciones trigonom6tricas 
de B se &jinen en magnitud y signo , por laa siguientee razones : 

I/ Z sen0 de B = aen B = 1, co8eno de B = cos B = - 
r '  
Z cotangentede e = c t g B = -  tangente de 8 = tg B = -- 

Z '  y '  
f r 

secante de B = eec e = ;, cosecante de B = csc fl = - 
y ' 

Lss definicionee son verdaderas y no cambian para Bngulos positives y 
negatives mayores que 360° en valar num6rico . 
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2. Identidades trigonom6tricas. fundamentales. 

1 1 csc e = - W C B = -  
1 sen e 

ctgB=- 
sen e ' cos e , t g e  , tge=-  cos e ' 

sen' 8 + cosaB = 1, 1 + tga 0 = seoa 6, 1 + ctg' 0 = ceca 0 .  

sen(90°*6)=cos6, C0~(90~*8)= r sene ,  tg(9O0*e)= r c t g e ,  
sen(180°*e)=~sene, cos(18O0*e)=-case, t g (180°ae )= i  tg 0, 
sen(270°*e)=-cose, cos(27O0*8)= *sene, t g ( 2 7 0 ~ ~ e ) = = ~ ~ t g e ,  
sen (360° a 0) = * sen 6, cos (360' * 0) = cos 8, tg (360' * 0) - a tg 8. 

4. Medida de Bngulos en radianes. Sea 6 un Bngulo central que 
intercepts un arc0 de longitud 8 sobre un circulo de radio r .  La me- 

8 
dida del Bngulo 8 ,  en radianes, esth definida por 0 =T.  Obdrve- 

se que por ser s y T longitudes, esta razdn es un ndmem abstracto. 
De esta definicidn de medida en radianes tenemoe de inmediato la 
relacidn de conversidn : 

n radianes = 180°, 
de donde, 

lso - 57 ,2958' (apmx . ) - 57' 17r45rr (aprox . ) , 1 radian = - - 
n 
n l o =  - 

180 
radianes = 0 ,017453 radianes (aprox . ) . 

5. Funciones trigonom6tricas de Bngulos especiales. 

Angnlo 0 en 
sen 0 

----- 
0 

% 

%d7 

1 

Radianes 

0 
3T - 
6 
3T - 
4 
3T - 
3 
3T - 
2 

Grados 

0" 

30" 

45" 

60" 

90" 

cos 19 

1 

% 

d 

% 
0 

tg 6 

0 

5 4 6  
1 

4 7  
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6. Fbrmulas de adici6n y sustracci6n. 

s e n ( z f  y) = senzcosy  * coszsen y ,  
cos ( z *  y) = coszcosy 7 senzsen y ,  

7. Funciones trigometricas del Angulo doble. 

8. Fanclones trigonometricas del Angulo mitad. 

2 1 - cos 2 z 
8 e L l y - f  , .COB f 

- COB Z = sen z = 1 - cos z 
1 + cos z 1 + cos z Ben z 

9. Relaciones importantes. 
b 

a sen t9 + b cos e = d a f  sen (0 + 4)  , en donde d = arc tg - a ' 
a 

a s e n ~ + b e o s ~ = d ~ c o s ( ~  -$ ) ,  en donde $ = a r c &  --. b 

En las f6rmulas 10-12, a , b y c son 10s lados de cualquier trihn- 
gulo y A , B y C son 10s 4nguloe opuestos respectivos . 

a b c 
10. Ley de 10s senos. - =--- senA s e n B - s e n C '  
11. Ley de 10s cosenos. a* = bS + c2 - 2bc cos A. 
12. Area de an trihngulo. K =  %ab sen C. 

A a alfa I t 

B B beta K K  
r r gallla ,I 1 
A J delta M I* 

E e Bpsilon N Y 

2 C dsetaozeta E I 
H 7 eta u u 

@ 0 teta 11 x 

iota 
kapa 
lambda 
mu o mi 
nu o ni 
xi 
6micron 
pi 

P P  n, 
0 sigma 

T 7 tau 
r o ipsilon 
@ V f i  
x x ji o ki 
'1' 4 psi 
JZ  w omega 
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A.  LOGARJTMOS COMVNES 



TABLAS 

A .  LOGARITMOS COMUNES 



4 6 6  APENDICE I1 

B. FUNCIONES TRtGONOMETRICAS NATURALES - 
Radianes -- 

.0000 

.W87 

.0175 

. a 2  

.ON9 

.0436 

.0524 

.Of311 

.0698 

.0785 

.Om3 

.0860 

.lo47 

.I134 

. i m  

.I309 

.I396 

.I484 

.I571 
-1658 
.I745 

.I833 

.I920 

.2007 

.2094 

. 2 i a  

.2269 

.2356 

.2443 

.2531 

.2618 

.2705 

.2793 

.2880 

.2967 

.3054 

.3142 
3'229 
.a316 

.3491 

.a578 

.3665 

.3752 

.3&M 

Grados 

0.0 

0.5 
1.0 
1.5 
2.0 
2.5 

3.0 
3.5 
4.0 
4.5 
5.0 

6.5 
6.0 
6.6 
7.0 
7.5 

8.0 
8 .5  
9.0 
9.5 

10.0 

10.5 
11.0 
11.5 
12.0 
12.5 

13.0 
13.5 
14.0 
14.5 
15.0 

15.5 
16.0 
16.5 
17.0 
1 7 . 5  

18.0 
18.5 - 
19.0 
19.5 
20.0 

20.5 
21.0 
21.6 
22.0 

sen 

sen 

.0000 

.00S1 

.0175 

.0262 

.ON9 

.0436 

.M23 

.Of310 

.0698 

.WE6 
2 

.0958 

.lo95 

.I132 

.i219 

.I305 

.I392 

.I478 

.I561 

.I650 

.I736 

.I822 

.I808 

.1W4 

.iU)79 

.2164 

.2250 

.2334 

.2419 

.25W 

.2588 

.2672 

.2756 

.2840 

.2924 

.3007 

.3090 - 

.3173 
, 3 2 5 6 .  
,3338 
.3420 

.3502 

.3584 

.3665 

.3746 

COS 

1.0000 

1.0000 
.9998 
.9997 
.9994 
.99W 

.W86 

.9981 

.9976 

.QQW 

.QM2 

.9@64 

.9945 

.9936 

.m25 

.9914 

.9903 

.9890 

.9877 

.M63 

.9848 

.9833 

.9816 

.W99 

.W81 

. 9 7 a  

,9744 
.8724 
.9703 
.8881 
.Wi9 

.a38  

.9613 

.9588 

.9563 

.9537 

.MI1 . 

.9483 

.9456 

.9426 
-9397 

.9367 

.9336 

.9304 

.9272 

.92W 

ctg Gtados tg 

tg 

.0000 

.0087 

.0176 

.0262 

.ON9 

.0437 

.0524 

.Of312 

.069@ 

.0787 

.@75 

.0983 

.lo51 

.I139 

. ins  

.I317 

.I405 

.I496 

.I584 

.I673 

.I763 

.I853 

. 1 W  

.2035 

.2126 

. a 1 7  

.2309 

.2401 

.2493 

.2586 

.2679 

.2773 

.2867 . 

.2962 

.3057 
-3153 

,3249 
.3346 
.3443 
.a41 
.3640 

.3739 - 

.3839 

.3939 

.4040 : 

.4142 

Radianes 
1 

90.0 

89.5 
89.0 
88.5 
88.0 
87.5 

87.0 
86.6 
86.0 
85.6 
85.0 

84.5 
84.0 
83.5 
83.0 
82.6 

82.0 
81.5 
81.0 
80.5 
80.0 

79.5 
79.0 
78.5 
78.0 . 
77.5 

77.0 
76.5 
76 .O 
75.5 
75.0 

74.5 
74.0 
73.6 
73.0 
72.5 

72.0 
71.5 
71.0 
70.6 
70.0 

69.5 
69.0 
68.6 r 
68.0 - 
67.5 . 

ctg 

- 

114.5887 
57.2900 
38.1885 
28.6363 
22.9038 

19.0811 
16.3499 
14.3007 
12.7062 
11.4301 

10.3864 
9.5144 
8.7760 
8 . 1 ~  
7.6968 

7.1164 
6.6912 
6.3138 
6.9788 
5.6713 

5.3965 
5.1448 
4,9152 
4.7046 
4.5107 

4.3315 
4.1663 
4.0108 
3.8667 
3.7321 

3.8059 
3.4874 
3.3750 
3.2109 
3.1716 

3.0777 
2.9887 
2.8042 
2.8239 
2.7475 

2.6746 
2.6051 
2.5386 
2.4751 
2.4142 

1.6708 

1.5621 
1.5533 
1.5446 
1.5359 
1.5272 

1.6184 
1.6097 
1.5010 
1.4923 
1.9835 

1.4748 
1.4661 
1.4574 
1.4486 
1.4399; 

1.4312 
1.4224 
1.4137 
1.4050 
1.3963 

1.3875 
1.3788 
1.3701 
1.3614 
1.3526 

1 .3439 
1.3352 
1.3265 
1.3177 
1.3090. 

1.3003 
1.2916 
1.2828 
1.2741 
1.2664 

1.2666 
1.2479 
1.!2392 
1 . a 5  
1.2217 

1.2130 
1.2043 
1.1956 
1.1868 
1.1781 



TABLAS 4 6 7  

B. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS NATURALES 

' 

r 

Radiants 

.3927 

.4014 
,4102 
.4189 
.4276 
.4363 

.4451 

.4538 

.4625 

.4712 

.BS00 

.4887 

.4974 
,5061 
.5149 
.5236 

. a 2 3  

. a 1 1  

.5498 

.5585 

.Xi72 

.ST60 

. a 7  

.5934 

.W21 
.GI09 

.6196 

.6283 

. W 0  

. M58 

.6545 

.6632 

.6720 

.6807 . 

.6894 

.6981 

.7069 
-7156 
.7243 
.7330 
.7418 

.7505 

.7592 

.7679 

.7767 

. 7 W  

Grados 

22.5 

23.0 
23.5 
24.0 
24.5 
25.0 

25.5 
26.0 
26.5 
27.0 
27.5 

28.0 
28.5 
29.0 
29.5 
30.0 

30.5 
31.0 
31.5 
32.0 
32.5 

33 .O 
33.5 
34.0 
34.5 
35.0 

35.5 
36.0 
36.5 
37.0 
37.5 

38.0 
38.5 
39.0 
39.6 
40.0 

40.5 
41.0 
41.5 
42.0 
42.5 

43.0 
43.5 
44.0 
44.5 
45.0 

I 

sen 

.3827 

.3907 

.3987 

.4067 

.4147 

.4226 

.GO5 

.4384 

.4462 

.r1540 

. a 1 7  

. a 9 5  

.4772 

. 4 W  

.4924 

.5000 

. a 7 5  

.5150 

.5225 

.5299 
5373 

.5446 

.5519 

.5592 

.5664 

.5736 

.!SO7 
,5878 
.5948 
.6018 
.6088 

.6157 

.6225 

.6293 

.6361 

.G428 

.6494 

.U61 

. a 2 6  
A691 
.6756 

.6820 

. 6 W  

.6947 

.7008 
7 

I COa I 

tg 

.4142 

.4243 

.4348 

.4452 

.4557 

.4663 

.4770 

.4877 

.4986 

.5095 

.5206 

. a 1 7  

.5430 

.6543 

.5658 

.5774 

.5890 

.600I) 

.6128 

.6249 

. a 7 1  

.6494 

. a 1 9  

.6745 
6873 

.7001 

.7133 

.7265 

.7400 

.7536 

.7673 

.7813 

.7954 

.a088 

.8243 

.8391 

.8541 

.8693 

.a847 

.9004 

.9163 

,9325 - 
.9490 
.9657 
,9827 

1.0000 

I ctg 

I 
cos 

.9239 

.9205 

.9171 

.9135 

.9100 

.9063 

.9026 
-8988 
-8949 
.8910 
.a870 

.8829 

.8788 
,8746 
.a704 
. 8 6 6 0  

. a 1 6  

.8572 

.8526 

.8480 
23434 

.a387 

.a339 

.a290 

.8'141 

.a192 

.8141 

.SOW 

.8039 

.79M 
,7934 

.7880 
,7826 
. m l  
.7716 
.7660 

.7604 

.7647 

.7490 

.7431 
,7373 

.7314 

.7254 

.7193 

.7133 

.7071 

sen 

c tg 

2.4142 

2.3559 
2.2998 
2.2460 
2.1943 
2.1445 

2.0865 
2.0503 
2.0051 
1.9626 
1.9210 

1.8807 
1.8418 
1.8040 
1.7675 
1.7321 

1.6977 
1.6643 
1.6319 
1.6003 
1.5697 

1 3 
1.5108 
1.4826 
1.4550 
1.4281 

1.4019 
1.3764 
1.3514 
1.3270 
1.3032 

1.2799 
1.2572 
1.2349 
1.2131 
1.1918 

1.1708 
1.1504 
1.1303 
1.1106 
1.0813 

1 .Of24 
1.0538 
1.0355 
1.0176 
1.0000 

I t g  

67.5 

67.0 
66.5 
66.0 
66.5 
66.0 

64.5 
64.0 
63.5 
63.0 
62.5 

62.0 
61.5 
61.0 
60.5 
60.0 

59.5 
59.0 
58.5 
58.0 
57.5 

57 .O 
56.5 
56.0 
65.5 
55.0 

54.5 
54 .O 
53.5 
53.0 
62.5 

52.0 
51.5 
51 .0  
50.5 
50.0 

49.5 
49.0 
48.5 
48.0 
47.5 

47.0 
46.5 
46.0 
45.5 
45.0 . 

1.1781 

1.1694 
1.1606 
1.1519 
1.1432 
1 .I345 

1.1257 
1.1170 
1.1083 
1.0996 
1.0908 

1.0821 
1.0734 
1.0647 
1.0559 
1.0472 

1 .OM 
1.0297 
1.0210 
1.0123 
1.0036 

.9948 

.9861 

.9774 

.9687 

.9599 

.9512 

.W25 

.93S8 

.9250 

.9163 

.9076 

.898d 

.8901 

.8814 

.8727 

.8839 

.8552 

.8465 
8378 
.8290 

.a03 

.8116 

.m29 

.7941 

.7854 

IGrados,-Radianea 
1 



4 68 APENDICE I1 

D. POTENCIAS Y RAI'CES DE ENTEROS 



SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 

Orupo 1, p. 8 

4. 1 1 ;  10; 4. 14. (s. 0). 
5. (7). (- 11). 15. d m .  
8. (- 15). (- 11). (- 13). 16. 10. 
9. (14). 17. 30. 

10. -3. 18. (I, 1 + 2 d T ) ;  (I, I - 2 d T ) .  
11. (a. a), (-a, a), (- a. - a), (a, - a). 
12. (2. 3). 20. 19. 10. 

13. 6. 5. 20. 20. 

Orapo 5 ,  p. 84 



4 7 0  GEOMETRIA ANALITICA PLANA 

Grnpo 8, p. 54 

Grnpo 9, p. 63 



SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 

Urupo 11, p. 77 

x + y - 4 = 0 ,  x - y - 2  - 0 .  

adz- ~ / T ) X - ( V T + * / T ) ~ + * / Z + * / T = O .  
(2 d T + d 7 ) ~ - ( 4 i -  * / T ) s r + * / i - t / 3 = ~ .  
( 4 i ? + 4 d T ) ~ - ( 2 d 7 + & ) ~ - 4 * / Z - - 4 d j = o .  

4x + 7y + 12 - 0. 4x - 13y + 12 - 0. 
X - 2 y i - 8 - 0 .  1 3 % - 6 y + 2 4 = 0 .  
y* = Bx. 11. x' = 8y. 
yr + 6y + 12% - 15 = 0. y  + 3  = 0. 
x a - 2 x y +  y ' + 6 x + Z y + 9 - 0 .  
8xZ + 9yS - 42x + 72y + 171 = 0. 
xa -8ya+4x  -74y - 139- 0. 
23x2 - 48xy + 3y' + 170x - 122y + 118 = 0. 



4 7 2 GEOMETRIA ANALITICA PLANA 

Girapo IS, p. 94 

Girapo 14, p.  96 

3. 41% - 5y - 89 - 0. 16. I&. 
12. 2. 18. kl - .t 4. kg a 14. 
15. (7. 4 ) .  

Girapo 16, 9 .  102 



SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 

Orupo 16, p. 108 

Contro (s, - N) ; radio = 47. 4. 5 ~ .  
Punto (- 3. 1 ) .  5. 2  d3n. 
NingLn lugar geomitrico. 
x a + ~ a  - 7 % - 4 y - 0 :  (Y4, 2 ) :  x d z .  
6x2 + 6ya - 32% - 2Sy 7 3 4  - 0 :  (%. ' 3 s )  : $8 4 2 4 6 5 .  
7x2 + 7ya - 22% + 5 2 ~  + 21 - 0 ;  ( I% ,  - '94) ; 6. 
D l - D a .  E l R E a .  F l Z F a .  18. ( ~ - 2 ) ' + ( y + H ) ~ - 9 .  
5% +4y  -40 - 0.  
4% - 3y - 32 = 0 ,  3% + 4y - 49 = 0. 

( X + ~ ) ~ + ( Y  - I ) *  =29.  
x * + ( y - 6 ) ' = 2 5 .  ( ~ - 6 ) ' + ( y + 2 ) ~ = 2 5 .  
( x - 8 ) ' + ( ~ - 8 ) ' =  13, ( ~ - 4 ) ~ + ( y - 2 ) ~ -  13. 
( x + l ) ' + ( y - 3 ) ' = 5 .  25. ( x  - 3)' + ( y  - 5 ) a  - 20. 

( X  - 4 ) ' + ( y  + 1 ) z = 2 5 ,  ( x  - 3 ) s + ( y  - 6 1 ' 5 2 5 .  

( x - ~ ) ~ + ( Y - % ) ~  = I/*. 
( x + K ) ' + ( Y - ~ C ) ' =  ( x -  % ) l + ( ~ - % ) l ~ l % .  
( x -  l ) ' + ( y + 2 ) ' = 4 .  31. k = - I ,  25. 
5% - y + 5 - 0 .  5%-y-47 = 0.  33. 3  4 2 .  
x' + y' - 6% - 2" + 1 = 0,  4x2 + 4yl - 384x + 37y + 2  119 = 0. 

xs + y' + 2% - 8y - 33 r 0. 8. 5%' + 5ya - 38y - 115 0. 

x l  + y' - 38% + 167 = 0. 9. 2x2 + 2y' - 20% - 16y + 41 0. 

x ' + y ' - x - 3 y - 1 0 - o .  ~ ' + ~ ~ - 7 x + 3 ~ + 2 = 0 .  
xs + ya - 8% + 6  - 0. 9%' + 9y' + 88% - 106 0. 

xz + ya - 8% - 16y + 35 = 0. 14. x' + y' + 2% + 4y - 15 0. 

x' + + x  + 2y - 10 = 0 ,  xa + y l  - 5% - 1oy + 20 - 0. 

x * + y ' - x - 2 y = 0 .  x 2 + y S - 6 ~ - 1 2 y + 2 5 ~ 0 .  
x s + y ~ + 1 6 x - 1 6 y + 2 4 = 0 .  21. 7 x - y - 1 6 0 0 :  2 a .  

24% - 28y + 3  = 0. 23. 4%. 
(%# - 

Orupo 18, p. 127 



4 7 4  GEOMETRIA ANALITICA PLANA 

Orupo 19, p. 131 

1. xl' + y" - 4. 8. 3%" - Zy1' = 12. 15. 2xIa - 3y" 1 .  

2. 3x11 + 2y1' = 6 .  9. x'y' = 8. 16. xIa - 3y' - 0. 

3. 4x" - y" = 4. 10. 2%'" yy'= = 0. 17. X I ' +  y" - 2 .  

4. y'J - XI' = 0. 11. X I ' +  y l ' =  5 .  18. 2xIa + yl' = 2.  

5. x l y ' =  I .  12. Zx1a + 5y'l - 10. 19. y" - 6x" 9. 
6. 2x" + y" 1 4. 13. ~ ' ~ - 3 y " = 3 .  20. x'y' a 2 .  

7 .  3x1' + 2yIa - 6 .  14. 2%" + 3y'' = 1. 

Orupo 21, p. 144 



SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 4 75  

Orupo 23, p. 163 

Orupo 24, p. 159 

~ t u p o  as, p. 16s 



476  GEOMETKIA ANALITICA PLANA 

1. Valor min. = 3 para x 5 - 2. 5.  x 3 : x < - 3. 

2. Valor mix. = 1 para x  = 4. 6. Para todos 10s valores dc x  ex- 
cepto 4. 

3. Valor min. = 0 para x  = 3. 7. Para ningun valor de x.  

9. Positivo, cuando x  < I y x > 4: negativo. cuando 1 < x  < 4 :  cero, 
cuando x  = 1, 4 :  min. = - % cuando x - 5.  

10. Positivo. coando - 3 < x < % : negativo, coando x  < - 3 y x  > : 
cero, coando x = - 3, H ; mix. - 4 7 6  cuando x = - 5. 

11. Positivo, para todos loa valores dc x  exccpto 2 ;  ccro, coando x  = 2 ;  
min. = 0 para x  - 2. 

16. ax1 + 4ax + 4a + 4, a  < 0. 20. Cuadrado de 5  cm de lado. 
18. Cada cateto mide 7 cm. 21. % .  

6. Virtices (0. 3).  (0. - 3) ; focos(0. d?) , (0. - d T )  ; Za = 6. 26 = 4:  

d7. e = -, longitod dcl lado recto = 35. 
3 

7. Virtices (3, 0) .  (- 3. 0) ; focos (6, 0) , (-47, 0) ; 2a = 6,  2b ;. 4 ;  
.\/s. e -, longitod del lado recto = %. 

3 
8. VLrticts (5, 0) .  (- 5, 0) : focos (3, 0 ) .  (- 3. 0 ) ;  2a = 10. 26 = 8; 

e - %; longitud del lado recto 5 89:.  

x a  ya lo. x+7 = 1. XI 2 2  4-s 4 1 e n - .  
7 

arupo 28, p. 184 

6. 9 - + 4 ) = 1 :  8 focos (5, 1) .  (3, 1 ) :  2a3 .6 ,  2 b f 4 d ;  

longitud d t l  lado recto = 1%. 

7. ( ~ + 4 ) '  + ( 1 / + 4 ' ~  - 1; e P % .  
12 16 



SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 477  

( x - 5 ) )  ( y + 6 ) 9  8.  - 
16 

+T- 1: f o c o a  ( i + d 7 ,  -6 ) .  ( 5 -  4-7, - 6 ) ;  

(x -319  ( y - 5 ) s  
16 + -- = 1: virtices (3, l o ) ,  (3, 0) ; e  3 96.. 

25 

4-5 (x+ ' )*  + ( y + ' ) '  = 1; e = :  f o c o a  ( - 2 + d - i 3 .  - I ) ,  
25 10 5 

( - 2 - d T 5 ,  - I ) .  

(x + 2)' = I; e = I;<; 2b 3 2 ; longitud del lado rec- 
16 7 
t o  = 34. 

( ' + ' = 1: e n  (3, -2)  ; i c e  5 ,  - 2 ,  (1, -2 )  ; 
4 

focoa ( 3  + 4 3 ,  - 2 )  , ( 3  - 43, - 2 )  ; 2a = 4. 2b = 2:  longitud 
a del lado recto = 1; e = -. 

2 
( ~ + 4 ) ~  (y  - 1'9 - + -= 1 ; centro (- 4, 1) ; virtices (- 1, I ) ,  (- 7, I )  ; 

9 4 
focos (- 4 + 47, 1 ) , (-  4 - d ? ,  1 )  ; 2a = 6, 2b = 4;  longitud 

47 del lado recto = 74: e  = -. 
3 

- I;  centro (0. 1) ; vbrtices (0. 4 ) .  (0. - 2) ; f0c08 
-+9= 4 

(0, 1 + 43). (0. I - 47): 20 = 6. 2b = 4: longitud d e 1 lado 
4 T  recto - ?4: e = -. 

3 



478 GEOMETRIA ANALITICA PLANA 

6. VOrticer (2. 0) , (- 2. 0) : focor ( 4 5 ,  0 )  , ( - dz ,  0 )  ; 20 = 4, 
fi. 25 = 6: e = -. longitod do1 lado recto = 9. 

2 
7. Virticcr (3, 0) , (- 3. 0) : focor ( d-i? ,  0 )  , ( - dE 0 ) ; 2a = 6, 

4%. 2b - 4: e = -. longitud del lado recto = 96. 
3 

8. Virticcs (0, 2) (0. - 2) ; focor (0. 43) , (0, - .\/lc) ; 2a = 4. 

26 = 6 ;  e = -; longitud dtl lado recto = 9. 
2 

13. 2 - 2 - 1 ;  
16 20 focor (0, 6) , (0, - 6). 

Grupo 31, p. 202 

4. 2% - d T g  = 0, 2% + \/Ty PO. 7. 4ya - 7x2 = 8. 

5. (3, 2 ) .  (- H. 1).  8. 4. 

6. 2%' - 9y2 = 9. 14. xy  = 5. 
4I-J 

16. Virtices (0, 3).  (0, - 3) : focos (0, 43) , (0. - dx) ; e = -. 3 

Grupo 32, p.  208 

( x - 1 ) '  ( ~ - 3 ) s  - 
6. - 1 :  focos(4. 3 ) .  ( -2 .  3 ) ;  2 0 1 4 :  2 b = 2 d > ;  

4 5 
longitud dt l  lado recto = 5. 

(y4- I ) '  t ~ + 2 ) ~  7. ----a I :  ~ O < Q S  (-2,  - 1 + 2 0 ,  (-2, - 1 - 2 4 3 ) ;  
3 

e = 3 3 d 3 .  
(x -2)s  (y + 2 j s  8. - = I :  2 6 * 4 d T :  e - f i .  

4 8 

9. (Y - (x = I :  longitud del lrdo recto = 5 ;  e = 34. 
4 5 



SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 4 7 9  

( x - 2 1 9  ( y - 2 ) s  14. -- - - - 1: centro (2, 2 )  : virtices (5, 2 ) .  (- 1. 2 )  ; 
9 1 

focos (2 + 43, 2 ) ,  (2 - 1/10. 2 )  ; l a  = 6 ;  26 5 2 ;  longitud de1 

d 3 .  ladorecto = 96; e -  -, asintotas: x + 3 y - 8 = 0 ,  ~ - 3 ~ + 4 - 0 .  
3  

(v  -2) '  ( x + 4 ) ¶  15. - -- - 1 ;  
4 9 

centro (-4. 2 )  ; virtices (-4, 4 ) .  (-4. 0 )  : 

focos ( -  4, 2 + dg),  (- 4, 2  - 43); Ia - 4 :  2b = 6 :  longi- 

tad del lado recto - 9 ;  e = a ; a s  i n t o  t a s : 2% + 3y + 2  5 0. 
2 

2% - 3y + 14 5 0. 
16. Dos rectas que se cortan: x  + 2y - 1 - 0. x  - 2y - 1 - 0. 

( x + 5 ) 9  - 
18. - - - 1 ; centro (- 5 ,  0 )  ; virtices (- 5, t/ 3), (- 5, -47) ; 

3  I 
focor (- 5, 2 ) ,  (- 5, - 2)  : 20 - 2  47;  26 - 2;  longitud del lado 
recto- jit/T;e- ~ $ 4 3 ;  a s i n t o t a r :  t / 3 x + y + 5 d 7 - 0 ,  
d T ~ - ~ + 5 d 3 - 0 .  

20. 36O52'. 13. 3xa - y g +  20% - 2y + 11 - 0. 
21. 4x* - y;! - 8x  + 2y - 8 - 0. 24. 3xs - y a  - 16% + 16 0,  
22. x' - 8ya - 6% - 22y + 4  = 0. 3xa - y9 - 8% - 0. 

Grupo 33, p.  208 

6. xt19 - 4yNg = 4. 10. Ningln lugar goom6trico. 
7. Y l / s  - 4 x t 1 -  0. 12. Dos recta8 paraleias. 
8. Dos rectas que se cortan. 14. x1"+2yH8 - 2. 

9. Punto. 15. Una recta. 

Grupo 35, g.  825 
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7xa - 6xy + 15y2 - 14% + 102y + I51 = 0. 

(- f i .  - 5 6 ) .  8. ( -%, -5). 
(2, 0 ) .  2% - 9 = 0; (- 2, 0 ) .  2% + 9 - 0. 

(5. 0 ) .  5x - 9 = 0;  (- 5, O), 5% + 9 - 0. 

(0. 2 ) .  2y - 5 = 0;  (0. - 2) .  2y + 5 = 0. 

(0, 3 ) .  3 y - 7 - 0 :  (0, - 3 ) .  3 y + 7 = 0 .  

(- 3, 1 ) .  4% - 29 = 0 ;  (5. 1) .  4% + 21 = 0. 

(1, 120") . (1. 290") . 8. Circunferencia: r  = 2. 

Linea recta: 0 s  2. 
4 

PI (- % A. - % 4 T ) ,  ~2 (6, 1), ~8 (34 d7. - %), P4 (- 3, 3 ) .  

( d z ,  123041') , (413, 326" 19'). I\ 

r =  * 2 .  16. ra cos 20 = 4. 

2 r a + 2 r c o s 0 - & s e n 8 + 3 = 0 .  17. r = 2 r e n 0 .  

0 = arc tg 2. 18. ra sen 28 = 4. 
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2 19. r = -. 25. 3x' + 4ya - 4 x  - 4 = 0. 
1 - sen B 27. ys = 4xs. 

20. r c o s  ( 9 -  o)=  p .  28. y1 + 8x - 16 = 0. 

22. x 2  + ya - 4y = 0. 29. ( xa  + ya + 2x )  a = 4 (.ra + ya) . 
14. y1 - 8x  - 16 = 0. 30. (xa + ya) a = 4 ( x a  - y a j  . 

Grupo 39, p. 262 

4. ( 4  47, $1. 
2.  (2, ;), ( 2 .  y). 5. (6. 3r" lb'), (6, 324O 4 4 ' ) .  

3. (3 ,  $). (3, s). 6. (q, z), Polo. 

7. ( t d i  ;), (;fin $). Polo. 

8. (2. 3). Polo. 10. ( 2 ,  $1, (2, q). 
9. ( 2  ") Polo. 

2 '  T ' 

11. ( 4 ,  f ) .  (4, +). (4. g). (+, 7). 
12. ( I  ) (0347,  159°40/). 15. 7.19. 

23. 0,966. 
13. 6,46. 24. 2,35. 

Grupo 40, p .  259 

4. r cos ( 0  - ;) = 4. 

5. r cos ( B  - o) = 1, en donde o = arc tg (- $ 6 )  esti en el segundo cua- 
drante. 

7. r cos (0 - o) = 2, en donde o = arc tg ( f i )  esti en el primer cuadrante. 

9. r cos B = - 3 .  10. r sen 0 = 2. 

12. 2r sen (Zjl  - P )  + 43 r sen ( 8 - + )  = 4 4 7 6 e n *  
12' 

20. Centro (2, 0). radio = 2. 22. ~ e n t r o  (2, f). radio = 3. 

21. Centro 2 - , radio = 2. 23. Centro (I. q). radio = 2. ( *  3 
24. r = - 2 con 6': centro ( 1 .  a), radio = 1. 

L.h,ran". - 91. 
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4 T  4-i 
5 r  = 0 s  B + sen 0: centro (T. f ) .  radio - 5. 

30. Paribola: virtice (9/r. n) : longitud dcl lado recto - 5; ecuaciin rectan- 
gular: 4y2 - 20% - 25 = 0. 

31. Elipce; centro : v i r t i c e a  (f. f). (3. T): 2a -7:: 

2b = 3 4 5 ;  loagitud del lado recto = 4: e c u a c i 6  n rcctangnlar: 
9x2 + 8y' + 12y - 36 6 0. 

32. Hipkrbola: centro (I.  0) : v0rtices (x, 0) .  (- 74. n) : ?a = 1: Zb = fi; 
longitud del lado recto-?; ecnrci6n rectangular: 1 2 ~ * - 4 ~ 2 - 2 4 ~  +9 - 0. 

1. Espiral de Arquimedes, r - kB. 
2 Espiral hiperb6lica o reciproca, rB = k. 

3. Espiral parab6lica. rs  - kB. 
4. Espiral logaritmica o equiaagular, log r  - be. 

5. Litoos, r*B = k. 7. Circunferencia. r - a cos 6. 
8. Circuafcrencia, r = );a cos B. 

9. Circunferencia, r = ji a cos 8. 

10. Rosa de cuatro hojrs, r  = a ten 28. 

12. r = 2a sen2 0. 

18. Circunferencia. r  a 2a(coa 8+ sen 0) .  

19. r  = 2a cos B + a sen 26. 21. Cardioide. 

20. r = 20 cos B (I + cor 8) . 
Qrupo 43, p. 269 

x% + y% = a%. 
x %  + y% = ax .  
~2 + y2 5 as. 
20x2 - 4xy + 13ys - 256. 

+ ya - 3axy - 0. 
+ b*x2 = az y'. 

2y' + x - 1 0. 
2x2 4- y - I - 0. 

xu¶ - x + 2y = 0. 
4x5 - 3% + y = 0. 
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Qrupo 43. p. e78 

8. x 2 - Iyirt, y = - I + fiat. 
- 

13. x - a arc cop 7 4 ba - + - y'. 
b , 

20. x - a con 9 + a8 sen 8, y = a sen 8 - a8 cor 8 .  

1. x 2  + y' = 2aa. 

2. Directciz: x a - p. 

3. Circulodirector: xZ+y'=a2-bZ. 

4. x 2  + y2 + ax  3 0. 

5. b Z x Z  + nz yz + obZx = 0. 

6. 2x2 - 2xy + 2x - y - 0. 

7. (k'+k) ?x2+ (&+I) a y2=kZIz.  

8. El  cje Y. 

(x' + y')Z - a'x2 + b' yf .  

(,' f y2)2 = 02x' - b2y2. 

kx - p. 

kx' - y2 ka' - b2. 

x' - y' + 6px + pZ 0. 

x' + yZ - al. 

x 2  + y2 = 02. 

(x' + ya  +2x) ' - 4 (x' + y2) - 

1. . 3  6 6 .  5. d d (XI - XI) + (y l  - y,) '. 
3. 21.91. 7. 7 snidades del origen. 

8. 2 47 del eje X :  4% del rje Y: 5 del eje Z. 

11. 3 di6 nobre el plano XY. 12. 3. 14. 3: - 1. 

15. Ssperficic crfirica; x' + y' + z 2  - 4% - 2y - 82 - 4 - 0. 

16. Plano: lox - 4y - 42 - I - 0. 18. (3. 3.i. j C ) .  

19. (3.6. s, 5) ; (,- >6. 36. 3) : (1. 1. 4). 

20. (- 2. 1. 4 ) .  22. x - 9. z - 5. 

21. 3. 23. (3. 0, 3). 
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Grupo 52, p. 339 

Grupo 63, p .  347 

orupo 64, p. 355 
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Grupo 55, p. 563 

1. 4 2 ~ + ~ + z -  1 0 = 0 :  4 ? ~ + ~ - z - 1 0 = 0 .  

7. 2x - 6y - 32 + 35 = 0; 2x - 6y - 32 - 35 = 0. 

8. k 5 f 2 .  14. - 2j(a. 

9. ~ / o x + ~ ~ y - ~ 6 ~ - 2 = 0 .  15. 5. 

10. 5. 16. 7. 

11. 9 4 4 % .  18. 6. 

12. 1. 19. 33. 

13. - 2. 

20. 2 x -  y + 2 z - 1 5 = 0 ;  2 x - y + 2 z  - 3 = O .  

21. k = 3, 94. 
24. 7x - y + 22 + 9 = 0: 5x + 7y - 142 + 27 a 0. 

25. 131x + 19y - 10z = 0: 23x - 1 0 7 ~  + 982 + 3% = 0. 

26. 4x + 3y - 22 = 0; 5~ - 62 + 12 = 0. 

33. 40. 

Grupo 56, p. 368 
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Orupo 67, p. 375 

Orupo 58; p. 381 
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2. x' + ya + zz - 62 - 4y + 4s + 3 - 0. 
3. xy + y' + z* - 4% = 17. 8. x' + y" z' - 4x + 22 44. 
4. Ccntro (4, - 3, 6) ; r - 7. 10. x' + yS+ z' - 6x + 2y - 22 - 70. 
5. 16n nnidader cnadradaa. 11. xs + ys + 2' - 2% - 4y - 22 = 3. 
6. x' + y' + zZ + 6y - 41 - 4. 18. 5x - 3y + 5z + 1 - 0. 

19. 8x +2y  +8z  + 17 - 0, 3x4-2y  + 2z - 12 - 0. 

27. r - 4 rcn e rcn 8. 

28. a) B - arc tg (- K) ; b) r r m  g rtn B - 2; c) r ren g - 2: 
d) r2 rcn' + + 2r' cor2 $I - 4; e) 9 45'. 9 - 115'. 

30. a) x' + y, + zs - 16; b )  y - 7: c) x' + y' + z' - 3z = 0. 

Qrupo 62, p. 406 

21. ( 5 .  arc tg $6, - 7). (13. arc tg (- '5:). 8). 

22. a) 0 -arc tg2: 6 )  r - 2 r e n  0; c) r S + z '  = 4; 
d) r' car' 0 - z' = 4; e) r2 rent 8 - 42. 

Qrupo 63, p. 410 
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18. x2 - y2 + zz 0. 20. 83$rc unidades cubicas. 

19. x y  $ x z  + yz 0 0. 21. 9 4% unidades cuadrada.9. 

22. a)  d = arc tg 4 5 )  ; b) r * dTZ.  

Grupo 64, p. 414 

5. x 2  + y2 - z 2  tg2 d = 0. 14. x ' + z 2 + 2 y  = 6 .  

6. yz + z 2  - 4px  = 0. 15. x' + y2 - 2z2 + 42 = 6. 

2 2 2 
16. 9x" 9y2 - 4z2 + 242 = 36. 

7. X + L + Z =  1 .  
a2 bZ b2 17. y4 - 4 x =  - 42' = o .  

18. x " y 2 - z 2 = 0 .  
9. x Z  + y2 + z 2  = 4. 

19. z = e W f l .  
10. 9x2 - y2 - z Z  = 0. 

20. x' z' + y'zZ = 1. 
11. x 2  + z" 2y = 0. 27. r sen2 d - 2 cos 6 = 0. 
12. y2 - x a  - z 2  = 4. 28. r' cosa B + 4rZ sen2 + 42' = 4. 

13. 9x2 + 4y2 + 9zz = 36. 29. 5x2 + 9y2 + 9z2 = 45. 

30. ( x 2 +  y2 + z 2 +  b 2 -  a"' = 4 b a ( y 2 + z 2 ) .  

a. xe + ya + 222 = 4. 21. x = +  4ya + 2 z 2  = 7 

9. 8 d n  unidades ctbicas. 32. x 2 - 2 y 2 = 2 z .  

20. x 2  + y' - z 2  = 4. 

Grupo 70, p. 450 
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Abscisa, .5. 
Adicidn de ordenadas, 309. 
Agnesi. 290. 
Alfabeto griego. 4 62. 
Aigebra, fdrmulas, 45 7. 
Ampli tud .  296. 
Angulo.  

cbncavo, 16.  
de dos  curvas. 124. 
de doe planos. 350. 
de dos rectas, 20. 

dirigidas, 16. 33 3. 
de fare, 297. 
generador. 4 14. 
de inclinacibn. 17. 
de una recta y un  plano, 384. 
vectorial, 238. 

Angulos directores, 3 28. 
Anil lo  de ancla, 4 16. 
Arco parabblico. 16 7. 
Area de un  t r i ingulo ,  86. 
Argumento,  238. 
Arquimedes. 244.  250. 
Artificio de 10s n6meros directores, 

338. 
Asintotas, 

de una curva, 4 1. 
de la hiplrbola.  1 9 8. 

Astroide, 277. 

Baricentro. 16. 
Bernoulli, 248. 
Bifoliada, 295. 
Birectricer. 84. 

Boyle, 290. 
Braquistocrona, 274. 
Bruja.  290. 

C 
Caracol. 249, 262. 
i an i io ide ,  247. 249, 264. 

ecuaciones paramltricas de la, 2 76. 
Cassini. 263. 
Catenaria, 3 1 1. 
Cen tto. 

de gravedad del tribngulo, 3 27. 
radical, 118. 399. 
de simetria, 35. 

Centroide del tetraedio, 3 27. 
Ciclo, 296. 
Cicloide. 268.  272. 
Cilindro.  

hiperbblico, 43 8. 
parabblico. 3 9 4. 

Cil indros proyectantes. 444. 
Circulo director. 281. 
Circuncentro, 64. 
Circunferencia, 99. 

cuerda de contacto, 129. 
determinada po t  tres conditioner. 

106.  
ecuacibn. 

canbnica, 100. 
en coordenadas polares. 25 4. 
en forma de determinante, 108. 
forma ordinaria, 99. 
general. 103. 
de una tangente. 125. 

ecuacioner paramdtricar. 265. 
evolvente de la,  279. 
exinscrita, 1 10. 
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Circunfcrcncia, 
dc lor nuevc puntoa. 13 2. 

Cisoide. 4 5 ,  249.  262, 291.  
Colincalcs. 8 8 .  
Conciclicos. 108.  
Concoidc. 249,  264, 292.  
Condicibn ncccsaria y mficicntc. 19. 
Cbnica, 

dcfinicidn analitica. 2 12. 
dcfinicibn gcomitrica. 2 20. 
no central, 2 10. 

C6nicar. 
aoto-ortogonaltr, 23 I .  
ccntraler, 2 10. 
corxialea, 230. 
en coordcnrdas polarcr, 256 .  
dcgcncradar. 2 10 . )  
gintro, 

clipre. 2 16. 
hipirbola. 2 16. 
paribola, 2 1 6. 

bomofocalcr, 20  9. 22 9. 
repreacntacibn paramitrica, 26 9. 
rcmrncn. 2 1 1. 

Cono aaintbtico. 43 1. 
Conoidc. 4 1 9. 
Constroccibn, 

decurvar, 43. 244,  446 .  
en coordenadar polarer, 244.  
dcl cspacio. 446 .  

de ruperficicr, 3 9 2. 
dc volimencr. 4 5 1. 

Coordcnada a, 
cilindricar, 4 0 3 .  
crfiricar. 3 96. 
polarcr, 2 3 7 .  

par principal. 23 9, 
rcctangolarcr. 6. 

Corccantoidc. 3 00, 
Coscnoa dircctorcr, 3 28. 
Coainoroidc. 2 9 9. 
Cotangentoidc, 300 .  
Cramer. 459.  
Cruciformc, 295.  
Cuadrante. 5.  
Coadratura dcl circalo, 293.  
Cuidricar, 4 25. 

con ccntro. 426 .  
sirtema de 3 7 5 . 

rin ccntro, 426 .  433.  

Cuidricar. 
clasificaci6n. 427 .  
hornofocalea. 4 3 9. 

Cucrda, 
dccontacto. 129. 164, 190. 209 .  
dc la elipac. 1 74. 
focal. 150, 174. 192.  
dc la hipirbola, 1 9 2. 
dc la paribola. 150. 

Curva, 
dc Agnesi, 290. 
alabcada. 440 .  
algcbraica, 286 .  
dc error. 307.  
cxponcncial. 306.  
dc Lami, 295.  
logaritmica, 304. 
pedal. 282.  
plana dc grado aupctior. 287. 
polinomia, 287. 
de probabilidad. 307. 

Curvar, 
circundrntcr. 3 12. 
compucrtar, 309.  
en el capacio, 440 .  
ortogonaler, 1 24. 
planar, 44  1. 
polinorniaa. 287. 
potencialca, 289 .  
traaccndentcr, 286.  
ttigonomitricar invcrsar. 3 0  1. 

D 
Dcrcartca. 10. 295. 
Determinaatcr. 45 8. 
Diimctro, 164,  174,  190,  192, 

210. 
Diimetror conjugador. 190. 2 10. 
Dircctriz, 149. 220. 223. 224, 

400 ,  406 .  
Discuaibn dc on8 ccuacibn. 3 3. 
Dirtancia entre dos puntor. 5 .  1 1. 

251 ,  321 .  
Divitibn dc on regmento. 12. 3 23. 
Duplicacibn dcl cobo. 29  1. 

ef p e-=. valorcr de, 4 6 8. 
Ecoaci6n. 

dircwidn de una. 3 3. 







0 
Octante. 3 1 9 .  
Ordenada, 5 .  

en el origen, 5 9. 
Origen. 1. 5 .  3 1 8 .  
Ortocentro. 64 .  
Ovalos de Cassini, 2 6 3 .  
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P 
Papel coordenado polar,  2 3 9.  
Par ibola ,  14  9 .  

aplicaciones, 1 6 7 .  
cubica. 3 8.  
cuerda de contacto, 1 6 4 .  
diimetro,  1 6 4 .  
ecoaciones paramitricas, 270 .  
excentricidad, 2 2 2. 
primera ecuacidn, 1 5  2.  
propiedad focal. 16  8. 
seccidn de un cono. 2 3 5 .  
segunda ecuacidn. 1 5 5. 
sernic~ibica, 4 0 .  
tangente a la, 16  I .  

Paraboloide, 
eliptico. 4 3 3 .  
hiperb6lico. 4 1 7 ,  4 34 .  
de revolocion. 3 9 3 .  4 1 4 .  4 3 4 .  

Paraboloides homofocales. 4 3 9 .  
Paralelismo, 

de planos, 3 5 2 .  
de recta y plano, 3 8 3 .  
derectas. 23 ,  3 3 6 .  338 .  

Paralelo, 4 1 2.  
Par imetro ,  9 1 ,  2 6 6 .  
Pascal. 2 6  2.  
Pendiente, 

de una curva,  1 2 1 
final. 2 1 . 
inicial, 2 1. 
de ona  recta, 16 .  

Perpendicularidad, 
de planos. 3 5 2 .  
de recta y plano, 3 8 3 .  
de rectas, 23 .  3 3 6 .  3 3 8 .  

Plano. 3 4 1 .  
ecuacidn del, 3 4 1 .  3 4 8 ,  3 5 0 .  
radical. 3 9 9 .  
de simetria. 3 9 1. 

Planos. 
asintBticos, 4 3 8 .  
biaectores. 3 6 2. 
coordenados, 3 1 8 .  
proyectantes, 3 7 7 .  

Padaria.  2 8 4 .  
Podarias. 2 8 2 .  
Polo.  237 .  
Potencias y raices, 4 6 8 .  
Propiedad focal. 16 8 ,  1 8 7 ,  2 0 8  
ProyecciBn ortogonal,  3 2 1 . 
Proyecciones paralelas. 3 2 0 .  
Pun to .  

aislado, 2 9 5 .  
do contacto. 12  1. 
inicial, 1. 
miximo,  165 .  
medio, 13 .  3 2 5 .  
minimo, 165.  
de thngencia, 12 1. 

Pon tos  conciclicos, 1 0  8. 

RadiaciBn de planos, 3 6 8.  
Radio vector. 1 5 0 .  1 7 4 ,  1 9 2 ,  

2 3 7 ,  3 9 7 .  
Recta, 

de Euler.  7 2. 
f inal .  20 .  
inicial. 20 .  
de Simpson, 1 3 2. 

Rectas. 
concurrentea. 7 1 . 
que se cruzan, 3 2 7. 

Reflector parab6lico. 1 70 .  
Regla de Cramer. 4 5  9 .  
Regulos. 4 3 1 .  
Rosa de cuatro hojas. 2 4  9 .  
Rotacidn de ejes, 139 .  4 2 0 .  4 2 2 .  
Ruleta,  2 7 2 .  

S 
Secantoide. 3 0 0 .  
SecciBn meridiana, 4 1 2. 
Secciones conicas. 2 10.  2 3  3 .  

casos limites, 2 3 6 .  
planas, 2 3 3 .  

Segmento. 1 .  
dirigido. 1 .  

Serpentina. 295 .  



494 INDICE ALFABETICO 

Simrtria. 35. 
en coordenada, polare,. 245. 
de una curva, 35. 245. 
en el espacio. 3 9 1 . 

Simpson. 132. 
Sino8oide. 295.  
Sistrma. 

de cbaicas. 2 2 8 .  
coordenado. 

lineal. 3. 4. 
de mano derecha. 3 18. 
de mano izqoicrda, 3 18 .  
en el plano. 5. 

de coidrica, sin centro. 4 3 9 
de ecoacione8. 4 5 8 .  

lineales. 4 5 8 
Sobnormal. 1 2 3. 
Sobraagente. 1 23. 
Superficie. 

ciliadrica, 400 .  402 .  
circolar. 403.  
eliptica. 403.  
hiperb6lica. 403.  
parabdlica. 40 3. 

cdnica. 406 .  
reglada. 4 16. 

Superficies. 389.  
con~trocci6n de. 3 9 2. 
discosidn de la ecoacidn. 3 90. 
ertenri6n. 3 9 3. 
intcrcepciones. 346 .  
dc revolocibn. 4 1 1. 
trazar. 346 .  

Tabla de potencias y nice,. 468 .  
Tabla,. 463.  

Tangencia. condici6n de. 122. 
Taagente. 

a una circoaferencia. 125 .  
a una c6nica. 226. 
a una curva. 120. 
ecuaci6n de una. 12 3. 
a una elipre. 186. 
a una hipirbola, 207.  
longitud de la. 123 .  
a una paribola. 16 1. 

Tangeatoide. 299. 
Terna ordenada. 3 20. 
Tipo. 

hiperbdlico. 289. 
parabdlico. 28 9. 

Toro. 416. 
Tranrformacidn de c o o  r d e n a d a s  . 

133. 241. 397. 404.  419 .  
Traslacidn de ejcr. 1 3 5. 4 1 9. 
Trayectoria, ortagonales, 124, 23 1. 
Trigoaometria. fdrmolaa. 45  9. 
Triaomio de sogundo grado. 164. 
Trirecci6n de on ingolo. 29 1. 
Trisectriz. 295. 
Trocoide. 2 74.  

Vll0te8 principale,. 302 .  
Variable. 285.  
Variables auxiliarcs. 279. 
Virtice de la paribola. 150. 
Virtice,. 

de la elipse. 173. 
de la hipirbola, 192. 

Vibracionea decrecientes. 3 1 1. 
Volumenes. 4 5 1 . 
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Obras nfines: 

GEOMETRIA ANAL IT ICA  DEL  ESPACIO 
Enfoque vectorial 

Zasimo Menna Goncalves 

Esta obra ES el segundo volumen de u n  curso 
regular sobre Geometria Analitica. E l  primer 
volumen, titulado GEOMETRIA ANAL IT ICA  
PLANA, del mismo autor y editado por la mis- 
ma editorial, er el complemento lbgico de esta 
obra y ambos abarcan todos 10s temas que por 
lo general se tratan en un  curso de Geometria 
Anal itica. 

Se exponen lor  temas en  forma elemental 
per0 consistente y completa, lo  que permite 
que haya continuidad del primero al " l t imo 
capitulo. Se enfatiza la tecnica, aunque tam- 
b i m  el autor ofrece claridad en 10s conceptos. 
La forma amena en que re trata el tema coni t i -  
tuye una de sus principales caracterirticas. 

Este volumen. asi comoe l  titulado GEOME. 
T R l A  ANALIT ICA PLANA, son magnificos 
libros de texto para 10s cursos que se imparten 
en 10s dos primeros semestres de las carreras 
profesionaler en Ciencias e Ingenieria. 

GEOMETRIA ANAL lT lCA  PLANA 
Enfoque vectorial 

Zbsimo Menna Gonvalves 

En este l ibro re estudian algunas curvas alge- 
braicas y trascendentes especiales de rnucho 
uso. A I  final de cada capitulo re presentan ejer- 
cicios resueltos. Ademas, la obra re modifica en 
forma sustancial, n o  5610 en cuanto al conteni- 
do, sino espec~almente respecto a la aplicacibn 
del metodo vectorial que se trata aqui  de  mane^ 

ra mas amplia. 
En la parte final se incluye u n  apendice qus 

resume las principales fdrmulas y 10s conoci- 
mientos relattvos a vectores en el plano coorde. 
nado carteriano adoptando las notaciones m h  
utiles. 

L o  m8s sobresaliente de esta obra es la c l a r i ~  
dad y brevedad con que se tratan lor  conceptos, 
lo  que la hace un  excelente l ibro de texto para 
lor cursos que se imparten en las carrerasde In. 
qenieria. Matematicas y Fisica. 
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